Introduction aux Probabilités

Shen LIN

2021




Shen Lin/
Emad . | shen . Lin@ Sorbonnz— univessite .fr

@rgcwéaﬁm
pebycop + feuilles de TD : pf cur Moodle

%Z/M/P&(MM IWI/f)Wm&é o Chercher au Secrelanial

Cowrs d’amfho . 20 —> 1430
videos courtes s Moedls

TD ¢ comeckons sur Moodle

E/aum;m CC (quizzes sur Moedte) 20
P&Wﬁ@[{ ( i‘%jémws) ) BOZ
Examere  (fin moa,) 507



Intvoduction.

T héorie d@i é}@bdn&fa BeMe a/@ phénomensy
W’" & hascrd et Lincertitude.
Exenmptea : EMW une piece. Vile ou Face
vy oum
ﬁlra?e au &tg
marche alealore (/F*‘OMQW JM,VL /Wog,m)
tmjecto/m dlne /oowmem da/p f&mﬁu/ {a sur]é,@g& gm

Fovrmedication mmaﬁc{uﬁ/ 20 ciecle owec
@Mt@mﬂﬁ?&t@ de Koénwgzarw

(ng'fﬂmm& 5&,( cewrs
Chap. 1 Encembles, dénombrement , denombrabitiz

Chap. 2 Espaces probabilises pour decrire e epbrience altatve!
OAa,PS Variables aléatvives discretes

Chap  Vawiobles aleatives Téelleq genznales

Chap5  VVoriakles alentoires & densiti

Chap b |o0 des grands momines e applications

Chap ¥ Simudation des varalle aléaties.




ChapL Encomblos, Dbnombrement; et Dénombyaiits

594,1 Operptions surloo ensembsles

Un ensenbbfe :wuwmwﬂbbjaz
St O un ensemblz

& () = Lrent o Q"

AEVMV\M@L v[ﬂ@

C O Sero Le — emienbls tie dp S0
A BDCOL e o e
AUB:= fwé_Q; wEA ouw wel3 umien
AOR={wen: WEA et weBk Trwseclion
A- = {wéﬂ: (/oé%A} CPA szwf)témmm

A\B::‘— A NRE de A owee B
AaB = (A\BR)YU(B\A) Iifférence eymethiue.

A <
a;
Acpkp AcP induson

pour o e A om o WEB
DR



T emtanble divclice anbpitiesre.
<AL)E,CI Samille de sour-emsembles do S)

U A" ‘{wéﬂ Fiel telclu coeAL} o

L Y0 emislz”
L@LA = {wé‘ﬂ VUC—I on o (Wé A} Tntersedivn
" owr i

€ ¢

\U Ai et d/lsmm/ll g 4o (i) somt 2-a-2 d/t joivita

~3-d
Rt

iL\’l Az
0 @ nio-
et auwsse
o
el



Distributidts ( U Al> N = U (Ai0B)
GEEE ﬂ (hiLB)
(Y ‘*> Q 5
(ﬂ g = A
€ (ET
Toduwit canttsen
AxB = S (ab): €A et beBS =% BxA
T Ce'w?[L ooz
N22 ewtrtr

A = @./prod/utb Ax-- xA n gg‘us

FPlQ)=5A: AC QY Lowuble de o Lo
AeP() & ACQ ACD

PePlQ) o QeF(n)
VAEFOL) m difiut Lo fnction Wdicarie de A

IS ¢ x &R
iA @

Cxé_Q\A)



0.2 Dinombremend

Lé( m%&mw que A (otient A’afpdlz_ Co. candinalite
de A wilze (A
IAleN:=8o, 42, -} s A fn
Al=co & A
« Si A1, o P %WVES et 2-n-2 O(Aﬁ\o-iwﬁ, ol gs

7n

{Alu-'- Uha | = 2 A
(=1 "
SR A B [ Aoxx | = LEIALJ
Dl 1 h>B wlabive s tout it de B at Ciwace dow b
e X J wn Elbment de A " ,P
sw\f]utive, Nk Lloned do B a Q'fmage davc wo
w Eliment do A

loidw(z‘u(/ & o la fo?s Wwiehve et swiedive .
[ Do ce con, @@Ph‘mﬁw hyerse 5_4 ek dg}M‘e]
SoF Awi‘x;ﬂ B aes  |Al < |B]
T A% o ol A = (B
A B s A = B




Gerdee 14 $0,4F "= e § 001X}
©: Pl) —> $o.4 T at we bjedion.
A = 4y
[ Vorr vidio sur Moodfe]
S [QI(OO om & [37(_(1)[——- 2

%mgq \O/WMW&/E&b dib Mglm il enisly, Kol E ed e
T sedion de E dows E\ {74’}

o de bR N¥=1\§ok
N o car N —N* o e
n +> ntd
St [Al=nz 1. (a1, ~,0) % (G2

Povangement; (s repiiiton) da k liments do b= (04,0
Mhuﬁa&f ordoane o\ Glemonts distincts dz Pl:)
Nb. da,wwn?mwfz de pélimetn de A
—_ { nx(fn~4)x(frl—1)x---)<(frl~k+i) $1 Oélqgm,
B $1 kzn
Yormwdation de A+ wne lv\‘dubftmh_ A dom A
Ny da permdadione de A = N =nxlm-1)x-—xd

NO’MUQVL: @r\\, :’{Mmm db{irzr""n}}
Cowvetion: 01 =4 .

)



ot ] = {02
Cowlineison, de R Elements dg A - um comn - emtamble.
100 -, an dowdimuit o Eliments do A
Ge, -y Gy St Bistinats , yagis nou gvolonnés k
N do-combivtsos de b Sbantt o f = (V) = C,

Coe,ﬂ»id{/m}c b?n/owfa/(é ot )
n nln-10)---(n-R+! N ! ¢
(h\: N = R (n-h)| So<ken
bwestion () =4
(ﬁ):o S k>n.

Bivome do Newtow : V?ﬁngéﬂ?
n " b n-k
()= > ()=
k=o
1.3 Denowbrblitz
T e emsondle € at dit dbrowdroble ¢l est fini ow. fin, diombsble
Cut-a-dire empiiediom awec N,

SUE B, enmumbrer es limomls pmpe cuite Jinie X, %y

S E W&M dinomlmlly. ,  epmbres comma (i mtcm%‘w‘c(xagzo
Fx 7 whivi dbworboble N—>Z
M& Mgl n —> -%_ s npaikr

g i paLr -
> h?’l'MfM

-3-2 - 0 4 =z 3



LQ/WLW\U
[lin- sowo-cpaombly (fivi) d on emsenble dnambrible. ext dbpombrable.
Toub A CIN ety dinombmble.

iv@&h‘ﬁﬂ

L@mvnc: (1) A > 12 mec B dnombelle = A dbmombmble
(20 Do e A dbporbrble = B dbsombrit,

T'/Lgﬁv&mg, 13 ’
(4) S A, by ot dbnombables, G paduit h-Xhy, Cot auki

(2> S‘ (A‘i)},gl ey uns %«WM dff,waw]bmb&, (ﬁ—ﬁ-d. T et D(éMWlB
ol enpenbles dinombeable s (cad . A ubdévmmfowrteutiﬂ)/
olevs Youion  ((J AL @b dénovbabls

LeT
L Voiv vidéo Powr {p poweJ

Aggu@mﬁns (4) N XN dénormbrbly
prowe directe :

N

(0.0)
(2) @ =5 b vobiomel, | dbnombrable
Z*xIN* — @ Autieckirm

7, ?
mmwéﬁ.a” _— f



(2) 2[x):= { FDW%“ o (,oeﬁZ @nﬂ@f‘ﬁ}
Z,50={ plyianss b coof. dous L de degio g

7" x 7" —> Z. ] bijaion
7R n
ﬂaﬂ/aw—l,""/ao) [——> Z alexh
M‘lghbvﬁb&/ k:o

(cor 7%, 7" dbubobn )

Done Z400) dinowbrble .,
Z[x] = (2] = U 4] weem dijrie,

NEIN N=o
= (| ZIX est e Umon
Done 260 diporonbls. jﬁm%

Theome 1F = [ nest o dbnombrably
L v vidio powr s prewe {
Govllaire = ToAL pas dinodbril
Lo A0 —> $o, 47N Tnjabipu .
x> G déveConwWw bane 9
=% {o,’ﬂjw Pas cbnombrmble_
(oo POS) e bijedion aec {0 3N Plp) pao diromhreble

FiN SEAncE 1

+o9 e
X = Zak 9
k=
age {fm}/ Vkz1




Chapd. Espaces probabitisés (2,F, P)

€24 Ayivmes des probuloilits,
f?ﬁ 1  Espaces “pmbmb ficoa
Fr modéliser wne earédyience albatzive :
¢ L’&Fa/,e A'état ) et vm ensembly ovtenants Tous ea
yésulbato /Pb%tb&o
o | 'omsenble des vbpements F CM&M deo Fnﬁadz Q

n Evénament —= f e tel é(ma “ Véhfe O pmpwe& ’ }

o [a ﬁm}aaé)&ﬂ’ F et une aﬁD[lCm'/z’OVl de F 2 ro,1].
Ly A eF 7F(A)€E>,1]

7?:}74@(7 (,F. 7?) a/ppdc meAab:@cX@

EM@ (i> Lomeer un dZ \mgu,(/@fa 60&"&

_Q~ 1,2,3, 44.6,6 ¥
Ledcdaymcu,wnb ch A= {21/_5}6[2 AR

A AL _ 3 4 b\ Gt Ln
S.Tz(dé) we?w!ﬁejw TPéwon \igwfm UL e
(2> Swite § '\/&Wlt&dﬁ V& ou Faee e‘]"‘b%’e

_Q { ")L7i U-L é{?&/ F&C@} VL71§
Les 2 premigrs so Pile . B= § Wi)ozr €0+ Uq=ly = P«&j

I@jmamwwlm i Face . (O = U{m 565 Ug = sz(
(,éj«r




vl ,(Z on bJ&o/,’tlm owec {0)/{}/}/\/ doﬂ& T O(ZCVWM)OVMM&
Remwm S QL dinorbrblle, on prend trujours ¥ =F(Q)
MqulmMMMM&,z&wwmé (v plusturd)
wi K xpl) Pe, Py e F7 -
T —teibus engondie por G Ebremants do bce (B, A5,
P ="l B lncor donne Pl
qu =" 0 k% banier downe e
Planha k) = (1), Vasd
p—’w—’_’
=" . premiers Cancers ofpmwbrfi@ﬁ”
COLPM ¢ oupos % n
PORTR R apd) = @)
o ?ro?viétéé Powr (F'J-'
8/6vbremmnitc certoun = (2. € T
0/ buénements TW@O%%& =@ € F
A BEF —
“A e B s tow U 2 vbaies "> AND € F
“an o b pan fre B e vérfie ' —— AUBEF
“ A et pas Vbrigie " — Ae

- P ()= P(AE )=+




EGE: Ch dit que F et unetribe (ou unz Galgibe) sur
¢ F et wne paubie nan vide de F(R) vérfiant
(1) QeF

(2> G KT aloe AeF ( U por pustage. au complimmbaic
(3) S CAL)L@)\/ et une §M&%[é£ﬂ@ OKQ%’/—\C a;mlfm >
U A‘ e (: ‘lfGM(L/I MMMW& ”)
T F (Sﬁaéfmz/ por - thniom Wmém%)

Egmgqmg 55 —Q°c¢cF =
Gihe= (A ) eF
U dbnobroble.  F= P2)
5[ Q pnon é[%ﬂ(?mbﬂ%,, on /Drendm ,7;' wa trbn censtruile
a Fa/rﬁ/‘ deo Sbnoment, A bese. en wlzlitants
{ pass au comple Se
Lnion [ intersectiom donsmbrabls
Potodicllement,  F *PUL) cad F < PLQ)

- 1 m‘pn‘ét’of de. P :
Tirbesprébotion ﬁgqmg@, Re’féﬁw N ﬁﬁs, /\/f/yzm/
Np €50, NY nb. do fois Cosbaensit fr Vrfie

It N _/\L,i//
P4) ~ k.

Sh=SL, No=N — Pla)=4




gf A,Bé?, Pr/IBzgﬁ = NAUE;/\[A+NB
" P(AUB) =P (A)+P(B)"

:Dé\,? A xiomes dlas Pmbﬂvbfﬁ@
) emwnble nwon vide muni dun enseibly J'6ibnenmts (4rbe)
Une. fmob’m P: % —>TI04] et aofpde/a (meswre do) Pmbnél;éé
4 (M) Pla)=4

- A2 (V—Mdiﬁuiiz') Tour 1t suite 64”)”;, A svbrerarts Ao F
T Sigie denobrfl 2-a-2 disjeinta (CaA. Ay =9 pir i)

ona

o 00 +C&9
P(LIA)= Pl Ubn)= 2 Fl4)
= = n=
Bermque 8. Plo)=0 car ﬂqs/:g/’f’(w pr A2
@ﬂ?ﬂ: I vrifie Cadditiie ﬁ,,;a,
S e by sont Kk Gropents dionts (=242 k")
S (CORTN S 7y

Trowe . Applger A2 & (83)gmi o By= Ao Sin<k
=/é G N>k
=




0_/'? Z//"(An dams A2 /1@0&;9’5{/%/2'@9&//@

=0 Ae. Sommalion .

SQQ 1.2 Npmetes ﬁmdmmd% de I° B
Bop2F (1) ABEF ACB @
o< p(B\A) = P(B)-P(A)

Twwnsézlumf, P(A) < pP(B)
FACF, P(A®)=1- fF[A)

o) b
P(AUB) ZF(AH”P(B ZP(ANB C’

far wniéquent, 1p(frug) < P(A) + Ple)
Vrowe (1) AcCB B=AU(B\A) Unen df'sJ‘oante
Tor oditivite AO-F/
P(8)= P(4)+ F(B\A)
Enprenont B=Q, on & P(A+ P(AS) =P(2) =
@) pyp= AU (B\A) on. digitz
P(AvR) =P(A) + PIB\A)
Or B (B\A)U(A/»B) wnion dicintz
TP(B) = P e\A) + P (~oB) O




4 (AUB)UC
P(A u?%uc) £ P(Ave) +Plc) - Plrve)0c )
D ()P0 - Plone) L) - Flfachos)
B -@TP(A)HF(B) ~Fkae)+ RC)- FlA0) ~FP(BAC)
¢ + Plaac)aleac)

= ANBNC
= [R)+P(B)+ Fl) — RLAaR) —PANKC)
— P(B) + P(AaRaC)

Cos gentral.
Vmo 20{ Formule &lmchmm exclubion
IAV(/“ /AVnéF Z [e( (ﬂA)
7F AUAD - U A, ! 3
( Uhn) = 2;, - n} .
‘bdlfw, [T=k

[ Voir vidzo dans Mordéz]

Aw‘mﬁw: Ecm,f[g 2.14 %re Noel secrets
Cwoir vidio dons Moodle | .

Frop2.1o cmm par 4o baw el purdy fut des prababitiles
(1) (A 5, Swile Croissante Abbnements

(C’“A A, C A ,Vw>i>
olos P( Jpa) = [ PlAa)

VW P (M) < Plwe)
EF




Wzt A€ Upy

nz\

(2) (A, sutte dicroissante d'buénoments
(e-a-d. Anﬂ < An V”Z/l)

N POV A ) = Lund (A

oo

€}

A

/
2

VV\Z(/ /\A\,CAV\

LZ(

N2 PA) Z P(Aner)

Q)



[ Voir \fto{zp,o Sur Moocé,@cj

Covollane, 2.0
(A Vs Swit dGbonompits  von necessaivenmity Croissmle o déroisite

(Hj(rg A”> - ﬁ%ﬁﬁ[éﬁk)
i A An) = &MW(MZ)

?W %Se\r % _ UAk
( V\va/\ SW{I C)/O\STW de\/enmm]j_
B. C Boi car HA&C &Ak: AH‘HU(UA/()

fortp2le o ( (98,) = lint FlB. ) = sz’(UAz}

n= N>tp0 N2fz0 ~I

OV\ U/Afn: EjoBV)
Lo By O UA‘,l et A C By powr Tk 24
T () - i1 P(U k)

N=1 3 ‘oo

2° fpumle - Co= O\ A

=1

Erexcice UWF[ZE?/ Da. prewse-



Exerply 213 Suite. infinie do. Pile ou Face bquidibre
Ao =" R* Cancer &b Pl

A= F\ Alz:“ow n'olttent, que des Plea dams O sui Tw(%‘m‘e i

(\ WW(MM o (£) =0

N to0

Done O ?vobafm dz davoir an moinA F%O voub 1
(P(A)=4)

Wi bioneman; B € F de. Probabilits HB)=1 et apple
Preague Sur

A sozhat ek-o
= § (0.0,0, - 7}#;5

CA) o
ACL O PlaY)=4

Yo (,U/l e\/@ne/mw}t BecF,
P(e)= /L on Nn'a pan nécessaicemants B=()_

A § W(B\ 0, B=cb

—— FiN SEANCE 2 ——



W& P. # — ro,71
A f—> P(A) € [0,1]
(A1): P() =
{A’Z) Sot 64n)n>/ unt Sute ﬂ/@(/@ﬂbmenfd Z-a-2 OQKS/OMZZ
POEAn) = 5 PlA)  addiiiic

M AREF
PlsoB) = P(R)+P(E)- F(An8) < P+ PB) t*
(orollaiee 242 [ Sovs- additivité de P)
st (An)yz, e suite A6vénenents. Abs

1P( UAn) < 2> Plh)

n=z|

Vrewve. - Pow récumense, 97z stend ‘elﬂ,éj«a//@ &) et on obtleul
IP(UA/Q kz/P/A,Q) gt =

e ,,LZJ,A) bin, | H’(U/l/e)

N> +eo

< lm Z_I?[ﬁr/() =§IP(A74) 0

N2fo0 k=,

ﬂﬁm Suite mfrme de Hle o Face équ&é»&
/4 " ke lances est Pibly "

(Ew&ma) (UAh) 1 aerA/e) 0
i R s W(UAI&) i@HP(/lA/L) , Yoz1

PLe Pile .
/YL

>




B cmasddiiit e P m
F(U(ﬁ%)) S w;, H)(/QOAR) =20=0

n=1 A=

="Ynz1,Fh2n tg 4 k% et Fae "
z“w%a Une. /“nﬁ‘m'té de Face” .
cec; ot wn événements fVesﬁiM Sur

€2.2 Lo con d'vhpuses d'tats dénombimbl s

Doawmn Celfe Fmﬁe, <) dbnombmble Yo vide
F=F)
cavactlriser TP b ume densite discrete
DY (Dot olisuete)

" On appelle devots diserete Sur £) M%M%:Q—)[R
qui saisfait plw)z0  Hwel)
f 2 plw)=4

e Iz (efle, Somme Y\(_DQ%CBA :FaAO(Lét[rsza

Ao sommadidn
Voo Soib b we dewtits disrdte car £
Mo TP: P —>R défint e prba ar FL0)
A > PA)= 2 +)

wé A



Tewe :  P(0) = L%l’lf’(w) =4
Soib (Ak)hé,)\) Wz Suite de Sous - ensemlbles de (2 2-3-2 dﬁ?iﬂ‘;b’m

Re A= UAIL
7 UA(J = Z Plw) = (Z ?(w)); S PlA)
weA ken Neoepy ken)
?ﬁﬂ 70 VWQQ = Un ommer pon
(Mg atis\ju‘wb} > On e sommer” o ppuls O

LM Yédtrﬂt/le et o e Soit ? Ung roba.S’WrQ,

P 1> R ost wjdw‘fé disort. sur ().
W > ple)i= I ({w})
T%wﬁ@tm{w
( eyonemont; é&WW‘M)

Déf (Eampnbab&tz) Soit S un omemble. i
On défnt  P(p)-= lgl ¥ ACQ

||
T st wune ?mb«b\(),{lz M,Wel,e,z /Pyoloaﬁ:'@ité m(;/orma sur ()
Mﬁ et disucte owsocidz. 4_

/E(cﬂ TP ({w?) = o ne d,cpeml pas de w
R@Yﬂ,&//ql/w_z QDI[?.Q%VM/ eb FW/P@ roba Sur ?(»Q) ‘E@/
" plo) =P = ¢ e dépad pam de o€

Aoy P et Jpvvba%&tr, i gteme. Sur ()

(WW C =
LCL



’M . St () est n w (aleMbmb&) o Ne
o&%mv de proba. wf%mme prsts ot
S\ blw)=a , ¥V well
U Z’Fﬁw) :i-\-oo QE AZ0  au vaut o 4
weEl) o s a=0
Ex,;m?glz choisw wn enbir nateed_ o hasrd nest Jamans de
&a{;o‘m MW@ IanIsiz fmdz 7>mbaé.‘€f‘ii i Jome Sur N >
Tour @x@xxf& PEY) = it o‘ﬂ%mb whe prokec S N,

Vle/PM L

Evowple, 248 Fanadowe deo anmversaives  [video courte. )

E)CUM'?&, 249 Fere Noel seuct Cvidéo courte]
592-3 leoabi@té condiionnelle ef Tnd,%pono‘anca

%2-3.’1 Brobunlits, Conditionnelle
(2.5, P) , €L st plus suppose dpnonbrdle
265 Soent A B E F avec TF(B) >0
On a{pPe,UL probab. ndstionndlle do £ sochant; B
P(AIB) .= [FLANB)

F(2) N

Mm: Im‘f%![??éﬁﬂﬁb‘n f@m& ﬁ%/\v) 2 N
P(hlp)n [ons _  Hhe PlAsB)
B B E—



Brertice 221+ Lo Bnction P 1B): AT = P(AlB)
et u/m_JPvuba.gu/r C_QF)

P (AIR) = 4 — P(AIBR)
P(AR) = 1- P(AIR)

P(Ar0A) = [P (A) X P (A lAd)  por ifinition
Vmp 2.22 (proba ponditiowelle en chalne)
Gt Nz2 eb Aa, A deo Evbnements tg-
PlAOA A NA) =0

Aok (A Ay ) = PlAP Ralh)x - < PlAAOK 04,
= P T Pk | A0 N Ay )

R=2

?w/v\/e,'. V;auo Courtl,
Poplicatiin o | i doox brles sons romise.
o s _
O =12 i
o ¢ e = “?f‘e e wne bl now gu” o

A=hanks :"g‘e ve tie pas Ca boule. blauche
PR = (A P(A2 1 A1)

S S
?roE Soit (Bi) leT Ume fa/rbff;fw Abnombable do (/.
( eesta-dive L et dbnomballe - \ >
BL/]BJ’:—gﬁ pour bus 14y, et %Z:![_BL:Q



Four un évbremment AEF, on o gaﬁwwfla(z ﬂ(iwm;ﬂfﬁmm

Pk) = > P(ANB;)
fe1
gia’zf@,w Vier, P(B)>0, on o &Vﬁmu[z da{pwbl.&n{zzla
PA) = %YF(AIBLN?(BL)
7
frewe p_pnn=rn(lle:)=L1(an8)
LET R AET
diks/hain@
For c-additivits do P Pla) = = P#NB;)
er
St F(B) o, P (AaBg) = P(A|Bi.) P(B1) O
Theoweme. { Pormule de Boyes )
St A, BeF mec P@)>0 et P(B)=0

Aoos _ PAIB)P(B)
P(BlA) = -
Frewe : BIA)P(A) = P(Bas)=P(A0R) = P(AIB) fP(B)D

E(ﬂ& : Test dum ViruA
St e View e //JrEM, Vefmfﬁz}: ff&‘ﬁ/dm 40979 des caA
S & viru est obtents, 27 oo can (Fau pasf)
On Saify g2 5 personnes Sur {0000 ont & vivuk
On fm‘b te teat Sur um individu ouc hasard , owec un visdtat /mﬁf
Rueation: avec quelle amfr'cm&e peut—on m/f?mzr 913l 5o malacts 2




A =" yéultal, positf
B = " Yindiyidu choisi est malade”

c _ 115
F(B):wio p(e°)=1-PlB) = P

P(A) = P(AIB)P(B)+ P(AIB<)P(BY)
PlAlR)=1 et P(A|BS)=0,02
P(B|A) = F(AlR) PB)
()
P(a[B) P(B)

PREPE)+ PIARS) P9

— 1 X 0,005
= , 000 v 0/025
1xg0m5 + 0,02x0,95"

Ce test downe on TEclitl ém@wp e ]Qz,ux Fv;siﬁ'fs.
FiN SEAnNCE 3

Mw«f& test du virus

A ="test ?Os?&f’

B="a & vius"

P(AIB) = 2 PAIBS) =o  tauxde foux prsitif
P(e)=¢g

PCANB) P(AIB)p(B)

Continuation sur €

PleIA) = —par— = Plaere)pacInes
= e = u
B+ o (1-B) 1+ (-f)—=

—~

— 40( Comume. 4~f€,<‘_/,i_

‘44—?-




Si oxf %xo olos P(BIA) =~ 4
St x> 3 % ks grancl als [F(B/A)%%‘Q:O
Tee =002 L g
@:0,0005‘ /Q
P(BIA) x 0025

552.3.2 ImoLiF&nO(ance d'evenementa

:pég; (0, F/ P) espaces probabilise
A, BEF smtdit ndépendantz Si P (ANB) = F(A) P(B)

Remame £ & P(A) >0, céla sipi P(elA) =P(B)

S P(B)>0 , cela St?ﬁﬁg@ PA1B) = P(A)

“Qun soit VERHE e medifie s th probab. de Qauctre”
Romaraue 2. ndp eutre hek B > A et B disjoints

S R(R)>0, P(e) =0, odown Qindep. implivne que.
¥ (AaR) =0, domc Ane#;ﬁ% T

Romorgue 3. Si A, B indep  phou A eb B & smb austt
v PANB) = P( B\ (AnB))

P (&) —P(A0B)

= P(B)—PA P(B)

= p(8) (41- FA) = P(B) P(A°)

De mime., Aet BS sont ?vdf/f/ onkl que Aet B®

{1



(Rerg_. Iv\clefpema[moa Ao vlnoments - Tndtpendomce 2-0-2
St (A)ier we famille o évbnanunty dum bpue Apobe.
Q,F, F) oW Q'wse««b@a dindice T ese arbitrmire
Cette Samlde d Evensmanty et dite ndapendante. st
tout sous- emsemble S TSI (1T1=2),0n a
PO KD = T P(A;)
Jed JET

Powr Q';ncléf;. de n Evinenuits A, -, Pn, il nesdfit pas de
\/‘éh?ief (ful' H>(A|[\ AL a--- AA'V\) = H>(A|> FP(A?,) ]P(A‘n)

T8 Souty mouter que celte proprite de factoristion et vie
4\:@\4" toule Qm—gawﬂ/(ﬁ, .

Ex . Deux acaus de Pile/Face
A={P?€Lau*l‘ aucer
B —’—‘{Fi& om 2nd Lomeer
C = § mame vesultat agux 2 ecmam}
PR =P(E) =%

Plc)= 1P4(“ ple ple! ] + (! S Sue")

—

4 " 4 2
Plraeac)= P(*pie pie") = 4 + PIPE)P(C) —_-5%
( PlclAng) = 4 + P(C))
PlAnE) = P('pl pite’] =1 = P(A) P(B)
P(ANC) =P(A)PC) et  PRAC)=[P(E) PL2)
Concluwsion : A, B.C sort inddp 2-5-2 mais hum indép



&L. Si (A\,-“//\m) eat e famlle d'bvénements ?ndif,{,@enut
de vidme pour Lo 2" familles (A, Ay owe

Al =Ay ow Ay, 2<isn

Brewe, I(Zm%{t de mowtrer que & A, A, Sont t\m(éf/alovs
';’/ Ay, A Co sont ausi

Y {b,igh e f2.-nd
P(ANA, N0 AbPﬁ = TF( A, (\‘”nAl:F> —P(ADA; N "'AA‘:F)
= P (A - Plhy) —TP(A) PAL) -~ P(A;y)
= A7) P (AL - PlAzp)
Ce coleud ot Qu{f«’swt poer dive que AR, By Sot inc/.éf,f. H
Exemple 2.32  Luidin Sur Moadle ]

s de tontaties indép. dy probu. de sutces & [o,1]
ﬁ;(léya eaactemont; R Succes )= (Z) *Pk [1—[9)72_'é , O0Lksn
~~7 Lol binomiade (voiv Chap.3)

Cha{)ﬂ[ Voviables aledowes disuetes
“Vaviable dlutvire (Va.) est wne quadie ausociée au phudizk
dune expbrience oltutrive. )
EXM@ s e -fa/noe/r 2 deos — ba Somme deo yosultals dos 2 des
o Suilz 20 de Pile/Fate —s Nb. de Pile avamt d obtenir Face pony

&42ﬁ71$.




* Tirer un Vwmlore.w ax ha/swt{d donns J0, 1L
) == &F&AA pebit entier 2 -
Evinement X voriabb oliatoire
On peut Cobtruive dto Ebnement; tham“ra{c va.
hempll - 1 La Somme des résdbtat des 2d6s = 5% € 7
éB,l I/'Q. discreted
(0, F, IP) Capme pnéab{éisé E emale ?WM

gé;; On appelle va. discete tmtaﬁncﬁm X: 0 —-FE t7.
X(—Q)>={X(w)f wen,} est dénsmbrabls_
o L) pour tnd XEX(Q), o eruambles
{we.Q: X[w):xj sont des bbwementy 5&7:7

Si E=IR, X va. réelle
St E=R", X vectewr aléatvire de dimention 1

Rewar w - YACE, {weﬂ: X[w)eA:%eF
car fwen: xho) EAY
= {wen: Xw)eAny ()}

= U  fweq: xw)=x}EF

xe Anx(a)
T dbnombable




Exenples : 1) Fomchion comstani.  c €€ pixe
Xlw) =c pour tout o€l

2) Soit Ae T Lindicatrice de Chrbnoment; /)
X=1p: Q=R et weva discrele
Tm«}Z va. reelle Y 7u,inz/)ma(7/cz Yo valowrs 0 et 1 est
Nécessairement  uns (ﬁnm indheataica
V= iB oW B——:‘Z’(wé—Qr y{w):ij(
On bagpelle une. 1.0 de Bernoulle.

Notalion. - {Xé A_} = Xvi[A)—’: {wéﬁ: X(w)éA}
Eimage (imoge voeiprome) dy A por X
Cef;ﬁe A vénament; Saztw ﬂfpgzés %&m@fg? %f)virz’:i WWX
fx=x}:: { Xé{x%/z(
-5)<>a} = {Xé Ja,oaf}
Si X et Y sont day va. 1@elles difimes s b e (QLETP)
fX=x% = §{X-Y=0%
F(xeA)= IP({x€A})
P (X=x)= P ({x=2})
Brop (Admise , vraie pour deo v.a. Gnbroles
(1) S Xet Y smt des va yédéwdfﬁmw sur (2.7 ﬁD),
Yes fonctions Suwontes sont dos v.a.
Jc[x): wi—aff)([w)) o f uhe a%fzcﬁon arbitreire
aX+by : w k> aX[w)+b)/[w) b o bR .




o 7] 0 > i
Vin (X/y); w > min§ X(w), Y(w)

(2) Sz é(n),,é”\/ et um ule de va. o valewrs doms IR = RUfzoo%
dz’fintea sur le nieme edpme probabiliss (11, F, IP).
Sup Xy + 0 +=> Sup { Xatw), nemt?
nén

—_—

Tnf)(n W TnJC-{Xn[w),néN}

nep
&me > wn@gg)(n(w) ¢ bl Wc«k&.pwtwt WeSD.
h-e0 (rar eemple. ST (Xulw)) est monstone. )
D Xni b 2 Xnlw) & la omme est bien dbfinie pourtuts wel)
nem N (par exompll. < Xn{wj{é/co, mw)

% Sob XiLD E wwe va. deoele, on appelle & de X
Lopplication jhy - P(E) —> [0/2] dz'd%ue P
Jex (B) =P(xeh) , Yace
On appelle dewsiti discdte do X Lapplication
aﬂ) /Px O EO)”] aPP
Py = H’(Xwﬁ}zjkx () VxeE
Lot lux déerit A[ml&c valours fw:m( X awec quelle /Dmédéz'é‘i‘é :
5@%@: St X=42p , X(2)= 5otz
$x (4) = P(X=1) =P(R)
Px(0) = P (%=0) =PP(A) = 1-P(r)
Pulx) =0 Yx&ford.



Si 4y (1) = Pxlo) =% —PIA) , alws
cad My = Moy Mais Xeb X ne st jimia gles
rop 3.7 Wdéo sur Mosdde T
: Py et uke densiti dichle sue X(Q) eb at nulle en dobhors do X(0)
My oot L on)oalai&té sur (X(2),PX(R))) astocice & Py
Ehendue. & uve probablti Sur (E,P(e)) far

U (N =" P6) = 5 ) YACE
XeA xeANX(S)

Exwf& 344 [vidio sur Movdde]

Eagﬂg Un Gvbnement A€ F de troba PA)=1 &f%fé Presgur e
T} Dok va. Xeb X' difiuies s o ndme espuze (S1.F,1P)
ot & valews damo le pame enmsenbly £ conts djites

pesue Sikremat £ e

IF(X=X’> :-TPéwéQ:X(w)cX/Cw)%> —
Ptemat dit, X et X' different cur un emsenbde Az proba nulle
P(X#Xx")=0
Beesice 3.9: Montier que 5 X eb X so proyue. swemsnt &
dovs X ot X' ot €a mome i (et o meme dewsits. dizretz)
Mx= Pyt et Py =Py
[Vidéo sur MOOM}

/N X et X'ots nigme Lo, 7> X et X'sont: presque loanmant bples




A Doy v.a. reellea dfﬁ'}u’&t sur 2o espaces /waab{&SéA
diffrents eunvent cwoir €a mzme Ot .

Voiv Exemple 3.8 dac pobyycopic
FIN SEANCE 4

E)(m&: sz /F&‘tbce/
0 1

ve. X: Q:{O,i}—>{o,i}
X(w) = w

De & 6 foces A =""Yy vésultat est pair”
Ve, Y=14 « L' ={1,2,3,4.6,4% — So,1

Yiay=f Ot e=tias
1L Sito=2,4 6

X et Y difinies sur dews es A étati o/#éréﬂ/tf'
Powrbant | X et 767,45&?;?”%&@-
Pilo) = Px (1) = £

Pylol = P(y=0)=P(ae)= 1AL _ 3 _1
Pylt] = PlV=2) = P(A) = /[A’I{ i
==,

My :/U)/ = Pmﬁa W/t;ﬁﬂne Sur '{0,1’—%




5§5.2 Inalép&ma(ame des va.
53,2.1 [ ot Jonte eb Cres mw»y‘m[a
X:Q—>E :
Yo = F
Le Dﬂuf& Z= [X,)‘) : Ll — EXF e une va. (discite)
la Gt do Z | notée My , et ogpelée eei(?'bﬁntada)(eé)/
(/Ax,y est Une proba. Sur EXF)
Les bris phx et py Sont appelées i mwy/wco(&! |
St Xeb Y sout des va. discétes, (¥7) Cot quss
Lo dewnite discrile
By o) =P(xy)= txg)) = P(x=2, Y= y)
SXex, Y=y Y = $x=2% N {y=1}
S/L%PQML Aowsitz Aotz
Px (x)= TP/X=%§ et /Vy(?):ﬁ)()&y) st denbizs Ma/rj)m[%
&& ’/ZéE /PX CZ) = é{% /PX,Y (z,g) \‘Z //: l(Z_”

& xeEox)
17[‘(76}: //Dy (y):ZZé_zfx,y (Z(g)
Pewe - {y=4}, e Y(0) et wn putibion dinombrable de 2
X=xt = L1 §x=2,Y=4L o Lunion est: disoints
! e y) I defnoMm/%.
Bel)= P(x=2) = 2 P(X=2.Y=y) (aaitt e P)
yel@)

v.o. diserttes



= 5 Plxy=-ty))

JEVR)
_ “FX/Y (Z,‘g’)
Jer=)
= 2 Puylxy) con Sy&Y0),
Jer 100Y)= )y C L v=4} =

Ao P,y (xy)=0 O
Concdusion: Lois Mcwjz‘m/a Sont. détesminées par la bri a‘m‘n?f@
mons pas réciproguement; (voir Eexemple 314 )
Glrbraliation : X, Xn va. dscites dfwies sor 2
o valewrs dows £4, -, Ep,
(Xﬂ,-—',xn): N —=E x -~ xE, et une va. Ais uele.
Lo donsitt Jonte B L) =P(Xa=0, -, Y= 20
N

VX{,éEL /PXL (i) = Z_ 2: 40)(,/.._/XM[7(4,---,X,¢)
14i<n 1 JFC Zjek;
demsitz mﬁwg{n%@
;5.2.2. Trdependonce. dr vor
jlé& Sorent 'X’I, - Xy des va. déﬂm‘a sur K2, 2 vadewrs dens
Ei, -, En, Elles sont dites wdép. i pour Tout chorx
de sows—ersebles A1CE:, -, RnC-En, 01 &

P(X0Ehs, -, Xalhn) = TTPOGEA) @




R@mav;ﬂ{mﬂ 4 {iq,--- ,ik}CEZ,Z,---,n} \
on pese J = J¢ {4q, - /&}

(%95A} fZ-mmcaJ)
H)(XuéA[, ) XlkéA%>
[X'té/q'q, LN Xn,ééAn )
CT_MTZ?(XLéAL) :677 P(Xe,ehAi,)
= =7
3{, X’[,“',Xw Qb“ﬂﬁ /\W/(%)./ Loule Sw—ﬁmz& XL,,,ka é%hllf

QU0
‘]l@g Smm{: (Xl,) e desva. d’efrm& swr & wiene (11, F, IP)

gwfmb& Ao indices T est ewbitrore
C& Va. Soub o/:t% H’lol i fﬂur tout Sow - WAM JCTLT

Snic ([ (T<o0), tos va (XJ)Jej 5ontmd¢

Flrolpl)ﬁlﬁom 31497 [V déo sur Moedlz ]
Soiont X:(L>E et V: L F desva. dicetes
Xet Y soul, ndep siet ceudement <L

Pu,y LYl = Px(Pyly) , Y2t yef
Cénbmlisation X028, -+, Xn: O->E, YWMF ciet eudements S
7
/PX")"',XV, (K, K ) = [—}I /PXL (%) V(z,/ "',Xn)é Ei x-..XEn

II@H




Exerple 2104 [Video Ser Moodle ]
/VLI boules ,de 1 & n | damt wne wme
4) On tire 22 bowdea anvec Jemise .
X4, Xz feo puméres des bsnles tivbes

/PX'UX?_ (22 ) = —%q: , Vi,x)es1,2, ---,njz’

Pr )= B, (O = 4,; Fa¢xen
Xq et Xz Sont deef() Comme2 “Px,,/)(z(zulﬁ=’PX1(XI)13<2(11)

2> On /tir@/Z boules Sans vemise o
X1, X5 Pes numeres des bowlesr tirees X %X,

4 2
70><//Xz’ <x"27'> — n(n-1) I/(x"XL)é{l/ZI"V”}
Jw]. X # X,
Py (2) = 40)(2, () = % L 1¢xen
X[ et Xs ne sout pan fncléo_ A

QMCLL(A‘[D'/L: @)X/
4 Gy NS (X b pao G mibe
o =K que (X7, %)

azt/te fﬂmiU& de va. fﬂdéD- 0/(‘1/?56/6 em 5014/1744»4.‘[,[@5 d/f/binﬁ&r
restz des v.a. inc[éf‘
“Pour Sn‘m?@ifie,r leo nobatiens , on Véﬁdfc{f; seulemert e cab
de 2 PQQM@[JS:



Bropesitm 319 [ Vidéo sur Moodbe] (Iwclép For pPaquels )
Sotemt X, - Xu e va. [dlsafeta) fMo[(,,p, et soent
T={in oY et JT={§a go} des parbies non
vides et ottgjomt@s de {12, ,n¥.

A&M T/,)@& l.a.
Yp:= (Xin, - Xig) €f %‘:(Xd«,“'/xjk) Sont indep .

Proposition 220 (deeff pér tmwéd%ma{,’{m)
' X:Q—>E, YV: Q->F dewx va nd
JC: E->H g,- F— K des fonctions (wbitrireg)

Aok 4o vt JC[X) et 9ly) St amsgi indep
Prewve. - JV/ACH, BC K,

Plfoaeh,9(ves) :F(X en), Ve 3‘1(5)>
= P(Xef () Plyeqte))

7

“J“M(A)I:”: {xcE: ]C(x)é/y 'fm"ﬁnc{g) eutic X et y
- n’abrpm/aﬁmﬁbn imesse. ! :ﬁp[gaﬁ()éA) }F(j/)’)é@)
Toe fixleb §(y) fombindép. -

Noba,b{uvl: XY Sl'grn'ff& 7%@ X et )/ Sont 7ﬂdép :
Corollaire : Spionts X1, Xn, Xnat, -, Xnem de2 14 veelles

S /
/m/ﬁp/ wec nom =4, Abon

()(4+---+an>_“_ (X,,ﬂ —r---fXMM)



Prewwe. XI = (X,,) Lo Xn)
XJ—;:[X"'H)"'/Xn-f-m)

Vk%if/ fk‘ Rk% R a@zmc&‘m Somme.
Jﬂk[x" o X ) = Aat *+ 2

Abns Xot -t X, :Jcn(XI)

: Xnﬂ"f' "‘+Xn+m:JCm (XJ—)
Farbondép par Cransomnation , £ (x7) U £, (X5) O

éBB Exe,m,lp@ de. via. discretes .
4) Lot umifnme dicctte
X:Q— £ [E[<co ‘at de Or
X st wne va. awifpme. (disite) dams £ (notze XoAnflE))

s et seulement Un & py et &Pmbq. u%,‘fmm Sur E

Mx(A)= Ilg% bace
_ A
/Px (x) = el I/ x<cE

2) Lot e Beynowdls
X et une va. de Bemoulle s¢ X(2) = fo,j_}
X=dix_qy = i Mx déermmiee pur p=H)elo L]
Py lo) =1-
"/0; [z):Of G x#{@;l}_
X/VBCF‘I’L(F)




3) Loi binomiale
nzd, pe Lo,17] .
X suit une Ori binomiale de paramitre N et P [ X’\/Bf'n(ﬂf))
Si X(a)=10,7,.ny et

Tl = () pha-p™ Y hefor, - ng
?rog (voir Exempty 2.32)
Lorent )Z,%---,Xn des v.g. Bern[]’) fna’e?v, Abrs
Xat- -t Xn gwit Oa Gt B:n(’ﬂ,j))
compte Lo b do Suciis fommi 1. Epresies ndép - de.
W{f ba dr Su@@j f i d’%
Bm(’l,jb) = B@rn(/D)

Exercire 322 Sotent X’\/B?ﬂlﬂ,/?) et Yn B;‘Vz(m//D) des va. Ma/elfo

Mordier e X+>//V Bin(n+m,7>)

L@WWC; S X:Q2F ¢out dewx via. demZW&—Z,
) L—>E
wos meoﬁemf: E—>F, A
F):a-F et fly): Q>F ont Lo miome. Ui

Sobution de Lexercie 3.22 - ,
SB;M (X6)7§[\<'M+m des vo. B&%(F) /}74/670

4 , no n+m
Comslérons Xzi_ZXc et Y/:ZXL'
/ L=n+]

Hons (X:y/)&&;né‘wa&;ic]m (X,Y) (Pmuquol?)




Done X+Y o’(w{nnfm&i que X'+ Y
X —f—y/:— Z X¢ ~v Bl’n(?’wﬂl,'f} L]
(=
4) Loi de Peisson
Aéj‘?/w[
X suit wne Oni de Foisson de. /mmméfﬂaﬂ (XNPOL(J))
s¢ X et o veleuns clama IN ot

’Px(k):ﬁ“"‘.—gé— Fh=o

Une. binomialz ovec beaucouwr A2 Centatives man /Dmbdt de
Succed fw& g ?mfw _

EE St [/ﬁ”)na une Suite ds }’ded dm ]0/1[

On SMﬂDM&{ML Pn /\/% C]MM N—=>c0 o A>0

Alos s X~ Bin(n.4,), om a W—bm’;/zao,
G P(Xn=k) = P(X=k) o= X~Pil2).

N> s _%f
\ /Q_{

= &

brop X~ Foi(a) , Y~ Foi (i)
— So XALY ol X+ ¥ ~ P ()

5) Lol géombtrigue
E Ujo, 1 /
X Sut by &ij&méﬁh‘?mdc/mrﬂmiﬁef (X(\/&efom(f))




5 X0)= N* et Plkl=plr-pk? k21

5\“an\ /é—[ €C/7£C5
X rep veseute. insbant du remw SUCERS &7& de tentalives f)?c/e70
de //Dyvba( de éD

l/ar:amt de a @% ?wmtm(ne >/'\/ Geom (7?)
Rlk) = p(1- 2F Fhzo

Frop  Absence de mimoie
X'\/&efom[/b) Abns Hn.m =0

P( Xonm| X>n) = P(X>m)
Exercie 326 St X une va. A yalewrs dana N> tel %g,

P(X>ntm| X>n) = [P(X>m) VYn.m=zo
M"”W%(é X Geomlp)  amec 702/])0(=
FiN SEANCE 5
pa{?peé X ~vTila) A€o, +eal L X(Q)Zﬂ\/
thzo — Px(k)=Plx=k) = & 2

k'
Frop Shient X~Poi(a) et Yo i)
Si XALY alers X—(—y,\/?ﬁ/(b;_r/ﬂ)

Peowe: Vnzp {X+>’¢n} LJ {X_/e Y=n- kj
k=0 " uion o&ymﬂﬁz




Plxeyon) — > P(Xk,Y=n+k) odititz doP
P

K=o

=2 (x=k)P(Y=n-k) XY
= -,

— ¥ Ak u K X ~Poi(2)
k:ae { en (n—/a)/ y’v;%([/b{)

— =0 4 n! L n-k
e W B e A A

= e—(?tJr/fA) %’(_I (}H/,t)n

Ainai ><Jr>/,\/f7,9i(ﬂﬂ74)~ O

" Binamiale owec bemwwf de tentudive. mais fmbz de succes agﬂil?&”
Hop Gt (Xodazr une suife do v.q. 9. X~ Bin(n,p0)
o o~ L quand N300, AeTo,0ol

> k.
Aok | hzo L PXn=k) = >

N-=,9 k(
frewe ( Cos P :%)

R2o fixe , nzk (P(Xn=k)=0 si k>n>
P (%n=k) = (E)%/f (o)

— /n_l Ak (1—_2—)”,’k

k! (n-k) n* n
— AR n(n-1) (n-k+1) 1 (1’_9(’3”
k! nR (1—%)'2 n



2
"
A 4 (n-1) - (n-k+1)
heﬁnﬂ/{; (XE - ~ L — 4_
3 %ﬁo a
_ Ak
= ] = AL
b (g
n —
191/\/\, (’l——,r%—) = & A
h=3 0
Analyge - VxeR, n%%(,l{_%j“: i eﬂen(ﬂ?y%: e
P n->00

Dme “BVVI/(H)(XH=’4} — }\k, 1 - A ;\k

1L _e? % O
N->e00 [Qr f(_ & = {
Exercice. twvaiter bz cos 9éngral

ﬂ'Fm — A

N—> o0
Roppel. | X~ Geom(p) , p£ToL
X(Q) = N*

Vhzt, Px=k)= A (k)= (;-?J“ P

/Y
dobrd kA schpre  RE tenbative = succis

Exgu_n/?&: L omcers §uCceAsifg de dés (& & faces)
X = numéro du Cancer qui. donne 3 pour ba 1< fhis

Y = niuwbro die ancor qui doune 3 ou - pour o 1% foiz
ohors v g (2)  (voir Erercice 411 en TD)
fariokion . Z ~ Gém,lp) & Vkz0 P(Z=k)= (+- oo
(Z(2)=N)

? ’iM’Ca’w{T du ']We,wﬁe// Succed



Absence de MZmoive.

Y nm=zo TP(X>V|+W\(X>VL):TP(X7VVL)
Prewwe TF(XNHM(X?W): P (X>nem X>n) _ P(x>ntm)

oo P (X>n) — Plx>n)
¥nzo, P(x>n)= > P(x=k)

k=n+l

=5 pu-ptt

k.=n+!

=

= (1-9)" g?(ﬂﬁp)a = (1-p)"*

(vir 'Exexcice 44 en TD)

_p)htm
Donc F(X?HHH{X?VI): (4(42)”

= P (x>m) O
Exercice : Sot Y ure va. o Valewwrs dans N* ¢
Va,m=o TP(VNHMI ye>n) = H’(V>M)
Momwa{m Y~ Gé’om(?) wec 10=TF(>/—-1)
Hewve L[4 pm,w}été d hsence. de. mémoire fmf@?m que
Fnmzo T[’(Y)n—t-n/l): TP(Y?M) IP{Y>VYL)
En prevamt m=1 : P(y>nt1) = Py>n) Ply>1
Alos Yn=1, I?(ym) = P(y>1)" = 79’”( )
et dome )} ~ Geoml(p) - =
U pov=n)= P(r>n-1) = P(v>n)
Car §¥=n}= 5§ Yon-1} \{V >n¥}

= (’f’P)m



Ss 3.4 E%Deﬁ’dmc&, variance et momenty
§341 DePinibion de Lespbrance

L/MFérmce— d/u,vm va. dl'éaféfc reelle est ¥ thde'wgc des
Velewrs i, oue pads prendre X, Iuondé;/éa J2:% & poidls
4, = P(x=20)

Tnterpétation. Préquunbiste :
on Vgpétz N4 ﬁfS une expérience pléatoie
X1, , Xn) o valewns de ta.va. X
N, = nb, do fris on Xi vaut xe R

N,
% (XH"‘""X,\/): f/‘Z X/\/L :Z z —

xeX(0) xe X(N) N
~ & x P(X-2)
> € X(SL)

Notabion: xe (R 2= max {x, 0% Apartie psitiede =
0 < X™ = max{-x,0} -fartie né%aﬁwdz X
xT'—xT == ekt xr+xT = |x|
Définition dy L esperance \
X via. oisulle Vé@“&/ X(Q) defnowbmb&,, densite disprete “PX
OW dl‘{/' 7“@ X admzé we. e«rIDé-mnCC .S(t Z X_/Ipx{x) {Atélw d@fﬁnl‘c

ZEXn)
Cad. si 2 Xrple) <o ow S X Pelz) <+
XE X(n) x& X(1)

Si X admgﬁ ure espe’anmc@/ o de%wit €§A/e’rance de X
EX) =BT =5 x )= X bl € oo ]

zEX(R) x £IR y >
A E{X) pos to“d“’“f‘" %ﬁmﬂ/ A Caute di P%&ma 20 — 0



Remarqgue 1. Si X ne prendqu'un nb. (ﬁm de valewrs, alers X admet
b W/Mes}?zr(xncz VAR . "
Removgue 2: Toute va. testive. X admel wne espbmnee
l E ( )() € ;Zia,-kmj c/wl Ioea,t émmm Valoir 120
Eemaﬁm 3: Powr toulz ra. relle X, on cmsidére fes va. Fog.‘tz]/%
XT = max { X, 0} =0
X~ =max {~-x.0f =0
IX[=XT+X" =0
E(x*), E(x7) et E(IX]) toujows bion difnies
E(X+) = Z x IF(X+5X> = Z_ xTF(X‘f-:x)

xeX(0) A ER,
= §X+P(X:x> = ;m*/ﬁx(x)
de wmime (%) = %%’”bet)
(X)) = S 1 Be)

o X admeb Une espbrance (= am moins Lune des dewx esperancer

s B - B T B

v 5> 2 fx) = S X ) - O X Pulx)

o X odmat wne XéAPé‘f‘aVLC& gm,tez,<”—‘> E(Xﬂ ;t [E(XP) Sont; }im‘,@
& E(xD=€x)+£(x) <+ oo
é> ;V-'PX(X_) et obsluwent Canvevgaﬂ},

c-ad- D lxl Px(x) <to=




E\c%& 1 Sovt X v Véelle predgue cawement crastasite
FceR Ple)=1 e Py(x)=0 1 x=*c

E(X) = ep()= ¢
EXU_MZF& 2 St X va. de Bernodli de paramzfic +
E(X)= 0x®Px=0) + 1 x P(x=4)=p
En Favﬁwuw,s'x)(= iA , AEF
Pxl) = P(A) et Ay (0)=4-TPA)
() = p(A)
EX@@@@ 2 X =ub. obteuu en @amgawt wn di. & 6@04,%

Pylx)= T VYxe{d.2, -, 67 =X(@)

E(X>: 4"%+27‘%+°—- + 6x—/{5 = =

N\ EX) € x)

o abnlral, E(X) Wik 228 vl fo o bl e X
W W wne vn/{ﬂ,;’fwafm Lom Sﬁm?%/o&?oésejruer

SGBZI-Z PVo'PVt\é{?és AZ, 8241'/9(’:1’&/466

M Cot X e va. admettant une &S’DE"C&M-
On o [E(X)]| < E(IX]). En porticuleer,
Si (1) oo, albes g (%) e finie

rouse - |g)|= [ 0| < 5 I #c0) = €(X) o




Froposton 335  [Vidéo sur Mopdle |
" Cob X une v disudle & valewss davs X()CE
Sot 91 E—>[K ww fonckion
Low V. é(xﬁ admet une edpbrance. St et Seulements 4T

X £X(N)

E(S&)B = 2 300Px) € [0, t00

xEX(2)

Formule de trant %ﬂf

%& Colls. funale. <applique tmdowrs 5 900", 900", (400)
g X) odwmek une esperance- gweeﬁ; S 1960] () <+ o0

x€ XA
Froprstion 336. Soit X: (2, F, P) =R va. diswesle. anec € dénonbialt
Aons X odmet; M&Fémmsi@twmsa 04 tomme.
Z_ X(w) IP({W}) et d.é(?fm@_ S‘l Cest {Q CQA/ on G
weQ)
EE()() = Z N (w) '[{7({(»2(> CW aLtMabi(Edﬁ,Q,&Pémwc@

wWes)

?V%We/ VG- duIS(/Vét'Lé >/: (L — Q (df/wtfté
L =2 (o

X: 00— Rk (Vuﬂ Cormz um'gmd;an,)
o > Xlw)

X(V) () = (X Y)w) = X (Vi) = X (w) , Ywe L
= E(X()) = E[(X)




Or E(X0)) —_—%&)xwy(m ( Grumale. de transrt: )
= S5 XPEYY) (Y, Y(w)-w)
Yeym)
Do Elx)= 5 xPUy)) = = x@PUW})
Jeym) el

?YOP ( L3 otz de (),'e/s'pémme)
o Si E(X), ELY) Sonb fnies , [fabelR, aX+bY admet une

epérance Jinwe e E(aX+by) = a E(X) +b E(Y) -
o 57X, Y20, a,beRT, aXtby odmet wne esplance
vy o @ E(0ebY) =0 E(X) r bE(Y)
Yeave - Dobord | & ¢ R est v comstante, E(eX) = E(X)

Can EE(C,X>= Z cx /Px(x): c Z X'PX(X)’:CE(X)

X EXL xEX W)
le de troams

Brsuite, R solfit de mombaer que E(X+V) =E(y) + E(Y)
On wite X(SL):{LES ) \jen\/} , Y(ﬂ):{?&h, leé_fl\/}
E(xeY) == 2 et P(x=25 o8 V-1 )
fomale de. tronkfert JikEn
Z(% 2 Px=1 Y=#L))+ %éi P (= o Mk))

Fufofvu': /,: d
[adWwS) Z X\] [P(X':XJ> £ % Hk (P(Y=yk> :—’E(X«)‘Vg(é)
J

l



?VOP (Mongtonie. de Qra‘pémme)
X (L,FP—>R , Y, FP2K va.
S weQ, X(w)< Yiw) abm E(X)<E(Y)
‘Beme’ NV -—X>=o0 va postie
E(Y-X)« E()=E(Y) #ar bindarie
Comme E(Y-X)Z0, om o E(X) SEWN). 0
APP[[CMJIM Az monatonie -
TSI X bze e-a-d . FMcror t9. [X(e)| €M powrtout wen
oos [EC)] < £(1x1) € M
En particuldor, X admet wnt espérance Ponie
Applicabions do Lindant -
/_1_) X ~ BRV\(V\,‘D)
X=Xax ok X Ok S Benlp) teien |
E(X) = E(Xﬂ o E(xn) = np (sane utidisor Lindep )
Z> Aa, -, An evenements (FM nece ssovement TndéP)
X = ZLAII-(- +'/1An — Vlb.o{@ AL V&rrlé;o‘&
O de X peul &tre tids cowF@ZqLcée,
E0)=E(40)« -+ Edp,) = P(Aa) <+ P

6{/??9/ coliom Fama'/we den o tverSaive

( Exomf)& 229 [Vidéo en Moodle ()




3) we nouvelle preiue de. Lo oumals A Snclwsion- exclusiove
Voir Exemple 3.2 . page 37 du polycopie

’\7_m12: St X (Q,F.P)—>R" ra posiive.
Si EX)=0,dow X et presque Sivemont éﬁw& a0
ci-d. P(x=0)=4
TYreuve - E(X) = 2 )x Px (<) ) X < Rt

X XN
/A
e somme de —termed /aosiﬁﬁ vaut O

E s bo temes sont nuls

Dome Y xeX®), x>0 om a Px(x)=0
Z-P(X>O>:: Z )L’lex)::o

X EX(L)
X >o

A W(Xro): TP(XZO) —W(X>0>: 1-0=1 O
Linbostt. “tnfinie”

Prop (Adwise) Soit (Xc)[;i uve suile de V. pesities déffm‘eo Sur
| D e eopoce (. FP).

f X, et wne va. bien défwg (7La' Wyﬂlgir -f'ao)
(=41
Mas € Sxi)= 2 E(xi)

(& wiren(3, cm&iumce du. thooreme de Convergence menotone. )



ggB,ﬁf-B Moments , Vawiance et covariance

Definilin_(Moments )
Soit k=1. On dit que X adwet un moment dodve R fini
SL E(IX")<teo. Si cerblocas, E(XE) et Puie,
et appelie moment dode k de X

D@le?'?t@ﬂ (Vowiance ek covariance )

X (1, FpP)=>K, YN, FP—-R va
'S;Xadmztmnwmm(: dordmenm,naﬁ/ydéz Vaname,ala)(

Var(x):= E(X ~E6))*) = E(x¥)-E(x)" Z0

La racine ngee Uy := JVardx) cappelle Lot type de X

W LEcart de X & som entrance ZE(X) 4
ou " Lo dispersion deos valeewrs de X autsur dp E(X) "

* Si X, Yet X}’adm@%'@mfmw/emwd%m on appelle

Covaviance. de X et

Cov(X,Y):=E ((x- E(x) (y-£ly))

= E(xy)—E(x)E(Y)
Remargue — Var(x) = Cov(X,X)

Fin SEANCE 6




el . X va, réelle disuete
Esféromce, E(x) = D )C“Px(}c) si b szz\]ﬁim

(’LC défu‘ﬂ{ ?IAL df—) XéXUL) W 7
ba Goi de X = 5> 2P Oe) =D 2Py () 3 (rodl= (k)

xeX(n) e X(9)
E(X) € [Foo,7o0] est un chifre déterminidte , n'eot pas une V..

Formuwle de m‘frani}[z/r{; 9 ][omh'm o vobours Vé@MZA
£(900) = > 9094, &)
xeX(n)
* Monotonie de élcopc’rance
o Linéari‘&/ de ﬁluFéranCQ,
* [E(X)] < E(Ix]) - .
Fowr une y.a. )Dl'rs‘:ﬁt/e, X, E{X)=0 = X &ﬂ'f’ﬂ%& swcmm‘:efalai 0
553.4.3 Momends , Varionce et Covariance
X odmet un moment dodye k24 fini si E(x*) <+
Doms ce cos, E(x*) € R soppelle miment dordve k de X
PVUE (1) St X et Y somt v.a. ddmettant un momenk: d ordre R f,nz.
X-t'>>; odwet ausi un moment: dordre R fvm/
(2) Si X odmet wn moment dordre & f;'rwi,aldﬂ X odmek
wr momenk dzfmlreg JCW prutr tont 7$J'ék.
Prewve (1) Vz,g &R, [x+Y | < 2 max {[z(,l’&l}

|z+\a|h < 2Ia m«x{ lxlh, [‘élk}r < 2k|x1k+2k1glk
= Vweﬂ, [Xtw)+Y(w) [“ < 2% [ X |k + 2k [y ()]
watle | +YI" < 2k |x|® 2k |y|®
Mwotonie + Linzowits de 4 'espbrance
= E(ly*) < 2 E(x!)+ 2 €[IV]F) <o




(2) V1<ick, xe® ~ 4 s [# <1
i lxlqé{lzlk G [ >4

= xllc 4+ ¥ powr touk 2 £ IR
X veIxfic g+ X<

= g(ixil) € 4 + E(IX*) <roo .

Remurque. T8 eat prosible que KE(XM):W s E[) <oom
exerple © X o valewrs dans IN¥
Vnzd  P(x=n)=Pn) = ¢ p &

0% C et b saatile. telle que 5 Pln) =1

nzd
E(x"‘): D P = 25 < too
nz1 mze N
E() = >t p) = 3o =0
nz1 n21
Défiiiom  X: (O, FP—=R, V:(Q,F.P)— R va
o Si X admet wn moment dovdre 2 §IM
Vowianee de X+ Var(x):= E((x-€(X))*) = 0O
Ecart-type de X0 Ux := [Var(x) >0
* Si X, VY et XY odmtlent une eapérance finie
Covariance de- X et Y - Cov(x,yf = & ((x-£x) (Y-E(Y) )R

Cov (X, X)= Vou(X)
Ux qwa‘ﬁg, N\ LEcart de X o Son &Fém@ E(X) "
&%u@&cMdempd%Lm&%mak>(aw®&k4k—6(x)U



Lemme (1) Var(X) = E(x?) - E(X)*
(2) Gov(x,Y) = E(xy) - E(X) E[Y)
Bewe (1) On mte p=E(X) R
(X=p)* = X*= 2uX + pu>
E(0w)?) = E(x?) ~2 EQ) +u>  for Lt
= E(X?) — 22U +u* = E()-p*
(2) On note juy=E(x) et _y= E(Y)
E( (i) (Y )) = £ (xy—HoxyY — sy X + g y )
= E(xy) - M ELY) -ty ECX) +lax Jhy
= E(XY) - Mx My ~ My Mx + Mx Uy

= Ex) - Hxhy O
R&margu,e St X et Y admettent un moment dovdee 2 f{n&,
algrs XY admeb ume edpérwu;a Firie , ek oindi Gu(X,Y) est bien da/ﬁm'a
Vx.yelR lxy | < %(Zl—flfl)
> Xyl < Lx5+Ly?

= Elixy]) < £ E6¢)+ LEG) <roo

Prop_La. covariance Cov (-, ) it wie fome Symitrine et bibineaire
V ve. X,Y, 2 admettant; un moment dodre 2. fine
YV o,bER, ena  Cou(X,Y)= Cou(Y,X)
Gv(a X+bY, 2| = alov(x:2)+ blov(y,Z)

De;ﬁm,si, X ou Y et peague. sivament conbtante,
on oo Cov(X,Y)=0



‘P"W/lle, ° 5‘%»1{{{,7[7%; Far dc,\-flm(‘,’lm

o bilinéoure: Gou(aX+by, 2) = [E((axts¥)Z |- (aEX)+EL) E(Z)

= o E(x2)+bE(YZ) - « EX)ER -LE(Y)EHz)
= o (B0 -ENEZ)) + b(Elv2)-EYER))
= alov(¥,2)+ bColY, E)

LY X@sbpwfuz Sive ment égalz& celR, _
dors E(X)=c et X-E(x) est presgue S&nzmwté(ﬁa&,m )
= (%-E(0) (Y-ElY)) et pesque svement; &ale 3 0
= £((x€00) Y-ElY)) = Cu(xY) = ©

Bop asgﬁ X wne v odmettont un movent: dordre 2 fm
rs
1) Var (pX+b)= a Var(X) , HabelR
(2) lor (X) =0 & X et pesque civement Constonte
(3) Var(x) S E((X-c)*) pour tout c€R , avec %a&&é

St et seudement 4 = E(X) (Ex5.2 en TD)
(4—) S¢ Xa,.v, Xn Sout des va. admettant: un moment dovdre 2
fm) ﬁ'{ﬂ’lﬁ p
or( i) = 2 Vorlle) + 5~ Gow(%0,%;)
E=1 L=t 1¢i,j<
B
— ZVA/(X[J-{* 9 Z COV(Y(,)Xd)

C=¢ 1€(< ¢n

Brewe (1) Vo (aX4b) = Gou(aXth, 6X 1) ——1( & lou(X,X) = a Var(x)

me)asiﬁ'en frécéalrmi?,



(2) X et s, ('chfw. sirema,,,t) Conktanle =>LV4V(X)=&7V[X,X)=0
Pédpmqfcmant/ sv Var(X) = E((X—CE[X)J ): o alors

9 prsitive.
(X=E(X) et ps Gule & 0
& X-E(x) ot ps bk a O
& X et ps. égaLL&L £(X) 5
3) VeeR, 0% larlN)=Var(x-c) = E((X-cF)~E[x-<))

C = Fl(X-¢)*) & E(X-c|=0
domc Y (X)= E((X-¢) )@ C(: E)(X)

Vol £ i) = Co( 2, 5]
S 3 ou(Xi¥)  (bilnbarit)
L =

= > Gvl(X, %)
1 L‘,‘}'SVl '
= > GulXX) + 2 vl )
7€ J sn K-i}jé-%
L?J 1 a
= > ValX) + Z CoU(Xd,XJ')
1=1 1€0.)én
., 7,%]
= 2Vl + 2 2 Gulxu)

=1 1$£<J'\<m

Ms

i

<

AN

car S vl = S Gou ()
[Sfmébria) i

7$L'<J’5n, 7$J<i514



5§3[F4 Espérmaa et Lc{é{?@nc&m@
Froposition 3.46 [ Video sur Moodle]
Soent X Q3R , V. Q3R va. ndép.

® Si Xet VY admettent toites oo deuss ime @pgmmefrm‘e, Adovs
XY odmet wne &P(,mﬂ(,é e et E(XY): E(X) 6’5{)’}

* SiXzo et V=0, aovs [ExY)=EX)EY) méme sans
e%oﬁlﬂae 7012, E(X) et E()/) Snent fwueA

0, (1‘-00)7‘(-1—00)—(-{—60)
(Q[X Y)) y'(zw/—ax%
zeX(Jl) g fx,y(x,g) fﬂlmlza'z tranded;

G)VW '. OX(+OO) =

‘Bouwe”  E(xy)

ll I

J€Y)
xéX(JL)xy A
Yeva)
= )
e ) f:'ym)y Pyty))
= E(x) ElY) O

Corollaive L Spient= X, Y sz,admm wne €spérance ffmie
Mors  Gu(x,y)= E(xY)—E(x) E(Y)=()

A Cov(x,Y) =0 %> XALY Mw&-EXSSmTD

Corollpie 2 Si Xa, -, Xn sont ‘wwl@p admettanks wn. moments dovdre 2]@%

adore o ZXL)— ZL Vor (i) cor GulxeXj)=0
Pour Touo 'L-—i=a




835 Fspbrance et voriance doo bhiv clamiques (651 e T)

Ui sur {4, - n}  E(1) =Ty ()= VL
Bl Bemtp)  E(x) = lar (%)= $(1-p)
Bnomiale  Binlnp)  E(X) = " Var (X) = np(1-p)
Poissor. P () Elx)= 2 Var(X)= A

Creométrique Géomlp) — E(X) = —;; Vorr (¥) = ?j;
&35 Iné%j,‘t{:& probabilistes  (vraies pour des Vi réelles 9enzrales)
On o trois inzgalités probabilistes o apprendre. .
Theoreme ( Lnsgaiti do Markov )
X:(Q2,F,P) —> R va. positive
Mos V€20, P(xzg) < EXL

~

Poolictiom: P(X2cBKX)) ¢ EXL _ 4 ooy c>o0

1t ¢ E(¥) “ @ovco[w_ E{X) <40

Yreuwe  Tay hypothizse, Ywe , Xw)=0
X dlxogy Z € dpyzgy (owir (Gl Xw)Z2]

X 1ix<£} = X i{bxzo} =0 i{2>><20} =0
Dome X= X- i{xpg} 1+ X-i{x<£} = ¢ i{xgg}
b €002 (64 x251) = € Bd{xag)= eP(X25)

Maonotovie wcaw 0O

M‘l‘& X va.Fm&va,V£>O, P(X>¢) < %X)



Theorime. (Inigalbité de Bienaymi~Tchebychew)
X (9, FO??P% — [R ﬁ%mmﬁmh momeut; dordre 2 fint
Ao [/220, P(|x-Elzg) < Yol
Application  To= JVafn) Eoomt—tupe
TP([X%E(X)’ =cuy ) < Var(X) _ —iz , Ve=o

CZ U——x'z
d /
/) 2¢0x
7/ } Y
E(x)

" Typquanent, X secarte do con espirance E(X) das Hus wre conadts i G
frewe — §1x-EM) |z} ={ 1 x-EX[>=<>]

PlIx-g|2s) = P[Ix-E(0|"2£3)
< E(x-£()") _ Val®
Markoy g* £* O
Thieréne 3.52 (lmg. d1 de (\AML{Ma'-SJLWoL\f%) CVidéo sor Moodle ]
X, Y va. rédles Wa»’w wn. moment dordre 2 fim:
Aot XY admet une espérance ﬁ‘m‘,é, et
EW)| < E0A)ZE()F = [ete)er)

ak

Remarques (1) E(Ixvl) < E(x) % E(y))%

(2) Lovue E(Y2)50 (c-a-d. Y net pas Ps gale @ O ),
[ECY) = E(x)* E(y2)E & 32eR t9. X=2AY s
P(x=ay)=1




(3) (X 7) = E(x) et wn produib scalame.
bilindaire + Symetrique + dféfw:e Positive
E(x?*)=04=> X=0 4s.

X > E(X*)%T est une norme. (am)

o Methode des moments
Pour etudier @ Prvprtdz‘ed dune va., caleulesr Som Wemnca

et sa Variance donne beaueo dwfmmm.
E(%g ( Exercice 5.9 en TD)wfj
Uhe Suitz dwmes

o] [ng] (28] - (3
O O 00 ooo
1€ wime 2% ume. 3%wme ’)’Lloou(& blanchea

On tire Suceessivements et rmdﬂpendwmwwt et 4 beule noue
une boule mgmmzvnemt aut novsourd de quuz, UA L .

Quedtirn:  Combion de bewdes nowves on o Tare
Moo= I/Lowd.ove de boules nowes tireea Govs de 1 premiers tours

= L—iAk &A’Ak— wm&bmdﬁmﬁtv&dﬂemkwm

Tow bindanitd, E(X.) = Z'tE (1p,) = ZP (Ae) = Z e
Lo Ny va!z,f = @A iAk WLF
Vor (u) = E:_l\/wr(iAD ZPA)(~ (A))
nde
f = f k+1 B +1)

k=|

<i:ﬂ E (%)

./l

It




- < ‘en(’VH:L)

Sévie ha/vmm:({uz, T

M= E‘\/]g

Y
o ~ Enln) &ysnfu_ 1—>e0

=
)

E(Xn) ~ Batn) b Vg (Xn) €8 (nt1)

Far BIWAZ—Tch@byM/
F({Xw ~H:_(Xm)} = 40 %lnﬂ)) < Vour(¥a ) <A

100 D lnet) > A0
Pour tout 1 Gixt), Ly o awmains 9975 de chonces gue
Xn & [ E(X)= 10 [Buine1) | (%) + 10 d G (nt2) j

?ow}raml n, E%)~an N—> 00 :
o, Lon — teo
| L1 \A
0 — «%—;LL_—>O
206,m

e Fin SEANCE 7

034 Fonction abrbratrice

DEL Soit X ume vo o valewrs dans N, de densith discite P
Lo ]Co-nd;m ?wﬁmtﬁca de (0o Cor o{g_) el

Gy )= E(3° ) = J_ 3" #(n)

rp. dAMA R UL 'VVMJiVlA owr é[‘iril
AI’(FLM&{OLW [0, te0 | /FW/PMz;e [o,tea[
Gormention . %= 1. Cry (0) = P (0)




0
(e defiilion Gy ()= 03" txn) sEhund au cas
zeC powr ok (31 <R tos
%R et b de de ba serie enbioe. ) BT
on R et e roym de tomvergente lo. Sevie entiere. nzzofxnj
E-Xﬂ&. X ~s Vo (')Q”, A >0
/le'YL)——— _2,__6/'7‘

nl
n
Gxlil= 532 =3 L) ot - et
0 ‘ nZo -

= oMot prwr tub 3.€C
Theoreme Dewx va. a \alewrs dans IN ﬂ,yzmb lec mme ﬁncﬁm
gfwﬁm{m'm ont lo. meme fot .
Prowve -y (n],n20 st le cooficients duu diveloppement; do Tayfor

de Gy en O
Py b déterminze par Gy Grace & Luniale do to
di(ﬁmf%‘/ﬁbn en série entiere 0
B@P&ibfs)
Dmc Gy (3) =T sl ue X ~FE(R).

[heodme X : (N, F,P)—=N va.
Su fo—nct’,o-n nZroatrice 6‘ et bien déf{\mte {O/LL M7M) Sur Efl,ﬁ:]
et est Tnffwimw/(i devivable (amw mons) sur T-4,4[,
De plus, o densite. $, (k) = 7:7 ©0) pour ok kREN
o G et b koeme diivée de Gy
( Do a fﬂﬂbt(-ﬁ’/l %Véra{—rl‘cz, caracterise 2&‘&'{,)



Bewe Yzelt,1], (34 #m)| € )
2_ 3 px)| € z\;;/,oxfn] <5 Rk =1

nz0 2o
Cette Atrvie endrtre mule, m R =4

Thzoreue de danvwhm dea séiten ;::C“M mvertctwe,
Vkekza, ~1¢ Zre,
G 3= > 1) (ke ) %
n=k

— : n-k
nzk -kl % "Px('n,)

Bnpenant 520, GH10) = 2L o0p (1) = kI (k)
Hop S Xet Y cont; deo va. mdi a,VaLWsda/wi N
s Ty (3)= Gy(n;&fa %)

bowr tout 320 ef pour toul: 3e02 9. Gx(3) ek Gy(3) soest finies
e Gy () =E(3) = E(3%3")
XY = X137 (indbp par tomfunsdion )
Pme Gy (3) = E(FIE(3Y) = 6, 3) & o
AEE&MZM X~ Po (9, yVPﬁ(/A) A >0

S XY, G)(W(%) G (3) Gy 3)= 62[5 - /M(%—q)

— etﬂw (3 1) V%Cfﬁ(w C)
)EWOW"' %wﬂ/’*'% Aune va. de '&n 7707,(?\17%)

)




(orme. L2 fondivn gt ratrice corackirise ta bot,
X +Y ~ Foi(atu) ( Sous é’ﬁwth@s@ XILY)
Rappel G012y — S min-1) — (n-ke1) 3" ()
Y3EIRRL, = "
R=>4 =5 aln-t) ..(n-kt1)3"" Py (n)

E (X(x-1) ---(X—k+i))—= :Z_M -1 - (k1) Py (n)
('PVDE 3,61 [ Video sur Moodle T -
X(—Q/F/{P)__)M va.

i f%u G ) = E(X0-1) - (x—kr)) € Bre]

o X odmek un moment dovdre kflm
E Gy etk ﬁ?q.s dbnale 5 ?muﬁv. en 1, Ceb-R-dive

éfglé)(f) = fim Ergf)[g) <tod
511

Exercice 6.4 en TD: Jﬁwdhm meﬁw des tois Wiqub&
Bernlp), Bunlnp), éréomlf) Peruln)
Exerdw 6.3 en To: Appliquer Frop 361 “prun calouler Lea
| mononlx de Eomlp) et Tln) .

E(X)= Gy (1)

E(X(X-1) = G (1

Var (X) = E(%?)- H:’)(X)l= E(x(x-1)+ Hx)-EX)*

= @x (1) +6xl1)- Gu(2)*

(6 fade dams la semaine: suwant 4o poticl,)




Chapitre T Vaviables aleatsues reelled ?ﬂtﬂér&v[.%

On veub tuer yn nombve su hasand dane 10,47 (non dilwmbmb&)
Le wombve obtemu X & volewrs doms Toa] nest /P@m
el V.o disutte .

§ 41 Dte’v#n/iﬁm et Froprists
M On afpdée va. rtedly sur um epace fyobab{&sé (L. F. %)
te:dzfmﬁm X: N—[R £4. pour tonk tervedle TR
Lomsentblz fwel: Xw)eTh sob wn bbnemont de o
[ X() n'et /P&w swfpoé dznombrably "]
Notation. X eT)=x*(1) ={w: xw)e1}
IX<t) = fw: Xtw) <7
L_U'»GTMZ, X et we vo. veelle , on /}amﬁ /PM@ZM do_ HQ(XGI)

Remarque 1 Xva. redlle & YfteR , {X <t} €F  (admise)
_Idz/,z: chaﬁlm ntalle T SIMFV(MZ X Laide dea demi-disite T-e0,t]
awee deo 'f’“Ma‘%“ o Corplimmtaive. , unien e{;/m ntwrsection denombpvabls

Jt,+60L = Jooo, +1°

J-00, t] = J-eo, § ] —
«, 8l = L) Il T F
S<t S< &
= U j—oo/S'.,.] oL Sn<Swta<t , Ynz21
nzA bmls.=t

N-D oo

[s,£] = [s.4=T N J-o0,t ]



Remarque. 7 DP:F: X: 0= R" et un vectewn aliatoive

J<:'> Fowr tent ’VL—u,P&Q A intenndlos Ty, -, Tn
{Xé Iqxwam} e F

Rmmlw, 3 e vy diswete o valewrs dans R est wne va. reelly

(Lonverce nak pas vmi 1)
St X(L) C R eak dénombrable. et YxeX(0) {x=x7¢ F,
olors -ZXQI}: U {X:x} e
xexmnrT
N union dénombrable.

?ﬁmaqm# Fouwr une. va. réelle X, {XéA EF et vmie powr ume tage
clame densembls ACR., a,HdZ e/zmg& borrf@ie/nf %
Un intervalle oot un ensenbbe boréblem
Def (Tribu borétienne)

PB(R) = 1 ensembles botlions dans /R}
= {a tribu eraendree por Upo intomalles do IR
= o pluo pelite triby Cotonant o interales de R
TV esiste. une putede (R G Neot pes un enterble bovelion |
BR) < P(R)
n cfméc]m,a;, powr Wﬁmﬁm wbitraire g ‘R,

g(X) nest pas fmgmw,— we y.a. reelle. A
Bowe nowvelle . 'Fw-hmbw‘&d disns 9 rengontried dams
e cours (et dans b vie wouwnronds) , 9(x) reste une va. véelle. .
On ne se poiera pan ce gure de utatims dans Lo swile
( A troater on theorie des meswres en L)



Def (Lo dune va. réelie)
On appelle b bri dp. X (1L, F, IP)—= R la probebilite Sur R
My« PBR) —> [0,1]
B —> Mx(B):=P(xeB)
&E&@ St X via. disthtte , sa bor Mx €t carackériséz por
Lo dewsite diswete 4, .
/%x (5): 2_—_ "lﬂxfx): Z /P(X:x)
XER N X(N) X €BAX(N)

& Mais ce n'et pas V11 en géniml. :
Four Xva. reelle, sa bor JAx est Waotéﬁséz,xf?a/r

P(xel-otl), tLER (Admis )
Tdie : Dos borébiena do R sont " 8" o
Lo Tntervelleo du %L J~00,t] (& woir en L3>
Déf (Tndépondarce )

Solenty X Xn deo va- veelles définita sur (31, F.P)
Elles sont ditto tndependantzs 42 powr toes interales (de R)
Ty, -, Tn , 60 00 n

P(%€Tr, ~, Xa€T, )= J fP/Xiéfi)
Borr Wfaww arb traive de g, Vg%, elles sk dlfteo w([f
St toute Sows-famille fnie oot compose. de m.mﬁ%.

Sot XiL=2R" va. Ynz1, ondéfintt ba va. disuile
Xy = 27" [2"X] ox ij:fm‘cmdz x €lR.
® DS Xn<XEX+2™", V=1
. ><Vl< Xn+1 Cu LZxJZZLZJ,VZZO
dome ywég,mm(w): X (w)



Ef, ( E§P2Vavzc& )

1) Si X est we va. réele Paxn‘;iuc/, on détimt @laofémncecéz X omme.
E(X):= LanT Exa) € [0,+00]

N—2c0
o Xa= 271 2°X] powr touk n>1
[ Adwis: cmdéﬁmm et ohbrente onec clle (fuam( X est A,ismé,tzj
2) Si X et we va. reelle %énimiz/, on dit que X admeb une eApérance
Si oue mwing une des dea espbramees  [E(x+) ek E(X) et fmw
S st 2 can, on difwit
E(X) = E(X*) - E(X) € [-o0,+20]
Pwméqm,
X admeb wne -&PEW Jﬁin%{:\; [E(X’f)<+oo et [E(X’)(-Ho
S ELIXI]=E(x)+ E(x")<teo
(par Linsarits )
/N EN =>4 PU{u}) Wk pluo v Sosf L. lbmomioaable.
wé
A Cacen por wwﬁgml iale. E(X) :f X(w) P(dw)
Yiy;,?vo'\r em L3) <
Propvietts (adnins )
Propriebts
© Monstonie: Si X< olos E(X)< EY) powrngque X et admelients
wnz CAP@MM—&
0 g[, X odmet W&Pgmme,/ odma ‘[E()()[ < E(lXI)
o Linfadtd : E(aXtby)= aE(x)+bE(Y) st X,Y20,0b20
ow s X ek Y odmettont wne esptrance ]ﬁm,ia, abelR
© SXLY, (V) =€) E(Y) s Xet Y adndtent une expérance
fmie ow 61 X, ¥ 20



. o
Covaviauce , Vonfomee , moments - mema dﬂ.{lmﬁm

Im},a,al)bé de Markev, BfWL— Td'w,b(lfchaf, &mc% "Schku% < denm
éif.?_ Fometion de Veputitior.

Def X va. véelle. Onagpele. fonckion dz. véputition. de X
U fmekion Fy : R —> [0,1]
t > 5 &) = P(X<t) = P(X€Jwe.t])

= My (I-o, t])

Exercice 411 [Video Sur Moodle ]

Sorent X, Y va. véelles an,Z{9, £= rnax{X,Y} va. veelle

On o [, () =F ) Fylt), ¥telR
Théoeme (Admis )

Dewx va. veelleo X et b2 mem’: Ln méme ﬁnoﬁm« de Vt’/?D/l/rﬁﬁm

F;<=F/ ont: o mzme oi Mx= My .
Done, Fx=Fy & Ux=My
%E 413 [ Vidéo sun NOO{I,Z(’,:{

LC{ biov de. Vé/)m/z?'/'zﬁw FX o &4 /PVDPVl\é% Suwvandza
4) % @t (reissante
2) Fx eth cobine & diite -
PreR  Fx®) = )= bm K (s) = é‘f? F(s)
> s
_ \ y  S7E N
3) %infz(; F t)= 0o IFX("D"):O . _f:_‘}._
4) b 5 =4 "F, (red=1" .
) t_)lfi‘;oR o / > K




R&mw%m, On vewra dans Thioeme 51K que Toudz tonction - [R—> IR
qui vérl(fie, ces proprstes et b ﬁndsz de. rrf/mézﬁn dwne via véelle
Bop Onnmte Fylx) =y9m Fely) = %m@(y) Lo limite 5 guuche
=ra x
de Fx oue pomt 2 €[R , qui existe. yrace . La crossance de T .
Al YxeR, 1P(X=x) =F ) — F ")
Fx et discontime en 2 = [P(X=x)=0
Frewe Siy<x, {xelyzTh= {xe=}\{xeq]
P(X€TY,x1) = P(X<2) — P(Xe ) = Frylar) - F(4)
{ Xe Jx- %—, 'xj} 21 et we swite décoisimte dbvenements

T 1 | > 47 =
SheoR e
n ni
O ixedetaay = {x=x)
Par bty do P, P(X=2) = m%;;vi/ P(xe Jx-tx])
= b B 0)-F )
= Fx () - ml:;( (x—-%)
Exercice: = F)( () - FX (7(.—) O

VacR, P(X>0)=1- @), Plka)= Fyir), PIX20) = 1- Fx@)

Fa<h, P(Xe]abl)=F (o)~ Fx @), P(Xea b)) = F (6)- Fx )
PIXE Ja,b) = Fx(6)~ Fx(a) , FUXEDm,bE) = F (57) - Felac)

FiN SEANCE 3




X V. réelle
Fonction de repatdion 1‘;_<.~ R — [0,47
t — K= P(x<t)
M&, de colead. de fonoﬁona(l r%m,-mm
EXPEV‘CMCC alioksie - Choisir wn nombre w0 ' ou hasard " damp E)/ij
= [0,1]
f* 75([5;1:() trbu mgemfm@ bar @y tenolles [6.6]C [0,17]
F = /Pmba DUI/IAfmJM
= meswe de Lab&f%é Sar J0,1]
Ck) fF([a,bj) =b-a (/0<a<é<i

?a{; la Soule f;méah@?& wiz suy ;9(@,1] % ui vénifie (*)
FM«E&, oA “lendve (en resbant wne /Jroéa wition de

o ?(E’/ij) (-D ﬁ(@/-{j)
On comsbrut un cowe de Bz 2w ek

oN remoie @ moximan entre Loie du cané ot 1.
Va. reelle X: welotd > X)) = max (4, 4)€ [1,%]

Sit<d, {x<th=¢ = K@) =P®) =0

S t>4, {X<ty =0 = R =P(2)=1

S 141'74[7‘ fx&th = {4(,0 <tf
= ol < [25
— { W<i@} Con Wé@;jj
= o, 2]



) =P (0 LE]) = L 0%
F )/

4 1 /
0o 1 4 -t
TP(X<1)=F;(1’)
F(X=i)—ﬁ;(4 Fx(j)_ 0=1
——"&WW.Q‘WCZQ—&\ 47

>

VTN

Fxt)-F(t) =P(x=t) , VteR
Kem ﬂw,i Lars?ux est e ya. discelz -
4 N @
= t 0 t —t — t

{ptsz& discontinuitt, do ff;} = X()

Lo twille des conts di T et domaie &M:%&SM/P
Roﬂ,_wz Si Fx et wntwe, dns [fHcR , P(X=1) =0




Definition: X vo. peelle . Onhappelle. fonchion gintrainice des
moments de X Ya j[om{;,m
MX: “"2 —7 )R-f' U{f—oo}
My =E(e™) b difise
1 v.a.Posiﬁvc

?@maﬁmi: So X: Q>N va., M, (t) = @(ﬁt)
b G ()= (™) st lu fomctim Glntimtiice
[eworque 2 . B géniral , My e caractipise pas ba Oo
de va. peelle ¢ A
Thiréme 416 [ Vidto sur Moodle ]

8Ll exite a>0 t,7. MX&%) < 00 Fowtmbtéj-a,a[,a&w
1) X odmet wn woment dodre k fins pour Tout k=1
&?«f?m toult +ec d-a,al

“+oo k
M (8 = > E(x")%
2) My et ifini et Oé/rfm/tb& sur Jra.al
Low k* dirivee de Mx | notee Mgf), Verfie Gue
MP)= E(x*X) | ytel-aar

b partilicr, (¥ o) = E(xk) , Vk=2
Pawe’ 1) Myl = E(e") = E(Z LX)
A oo ppkyhy ek
T = B ) = 2 BN

e



i)———DZ):W&Mwo{edz?(VAﬁbnwséff'% eticres O]

COVV\/Po.mLsow_-
Fonction ?&»é;miée/ X:Q-N
6;< (Z) = E( ZXJ

GO ()= xle-1) - (k)

Gu(2)= g Pl=k) °

7.6 0)= P(x=h)

s XY
(peur 220 ow ZER 4.
6)((2) et @7 (ﬁ) ﬁm‘&s

|

Fonction ?@éﬁim des moments X Q-IR
My (t) = E(e)

M o) = E(xH)

_ o k)
My (ﬁ)—%E(x )-/-;,

( o Conditim 7%@ My Sm'zé')
me Sur m Voiinage do. ()
S XLLY

Chafibrey Vowiabls olestoires & denss

&51 Va. veelles o domsits (absbument continues )

'Deriiyﬁﬁ&n: Une va. reelle X et dite obs. combiowie ow & denste <"t
Ursle wne frmobim “poaitive fxz [R— Lo, tedf
Riemann, wittgmable doms K, telle que YtelR,
Fx ) =Px<t) = [* frtrobe

MWLMLR?WW?@M 1%
Mmmfmﬁmfx eit Cuppelge donstt. do X &)



Romorpe L i, Flt) = P(X<t00)=1 = [ Filuide =4

t2+00
R@mariw;Z: Tontz fonoﬁon P%iﬁ‘va j(; [R= [0, o] Rf&mm—?n&’ﬁmé&
Sl et ik f—m F)dz =2 et o dewsts dupe va
0bS. Covbinue . .
puisque (&) = f_ . f(:d dx pessede {1 prqbw‘ééw Adune )
( / uﬁm e kéfa;ﬁ{z‘m
Remarqmg Lo dentits dane’ v.a. obs. tontipue nest- pas unigee
St fy et une densiti e X, povwr Tonlle. fonction g obtenue,
0 Farﬁfrdz fX en nwdg[rmf S valewy sur wn ensembls. J@rmi

dz,}ats, f_: j’(z)dx = [: fx(x)abc ;

dime 9 edt auss une densts de X
En pratique, on cdiva " ba " devoits de X, M@njwa’wdr
on Vel quon peit chuger sor 7%417%5 ]DZ.
?mgoz?ﬁ‘m Si X et wne via. abs. cotipue, E< tot tombnue et
YeelR , Plx=x)=0.

Four tous s b,
P(XEa.63) = P(Xe ot = P(XeTat])= F(x<Ta,bL)

= Felt)=Fy () = Jf £ (e
Bawe . x> [ £ )it et wdinue
S YAE

Lor ﬁ(m&wmmm/é& 09!/7%5/ &W// f#)dt=0

S0V




Yach, P(XeTJabl)= R (b)~F @)
= [ futode— [ fi ot

= [* felbidt
PlxeJasl)= P(xe mb]) = B xeJabl)=p(xe [a,éf)
can YxeR, Plx=x)=FG)-F)=0. 0

RCM;MJ_: St fx(%):o PWM x€ T intervalle
alns P(xeT)=0

R&ﬂ—mw A T3 ) % F(X=i>c) < towjours nulle
alors X est abs. tontinue., de domite JCX (x) = r’;(/(z)
( JCX ﬂkfd:im burbitrarement. aux f?fZ o Fx ned pas dévivabl. ) .
HPrewe : V&mb, Fx et tontinue et el ponr meorceatx
= E ) ~F@ = ["F dx

. b _
Comme. ﬁ%gﬁ@):oj om trowve F;[é):f_po Fu Gddx.
MM/ Fur o thm, a{cﬂﬁ/fér@nﬁaﬁm de Leémg,%,
X o une demsits fy, <=> Fx et obs. continue
Vg7o)}87of7, Fowrtmifuﬂz frm{y (Lan,bnd, n<N)
o iberalles o tonewrs disioinks,

5 (bh-0a) < 5§ => ;;N{Ea,,,)—&can)! <€

nén



Exerple (Lo unifmme continue, swr (917 )
D) =, 1]? F= P (1])
P probabllti +4. Y ocacbs<d P(mb7) = b
Une telle Proba.exisie (A yoiren L2).
Elle eds Lo meswe de Leé&?/uz Swr [0,1]
M well = X(w)=to identite
F)y=§ o0 sv <o
Plxerot)) =P(otd) =+ & ten1]

toowtnd e
Fi)l=5 0 s t<o 1 {
4 ¢ teJol[
O @« t>1

F (Jc)‘ f%: y ,/(jj”‘iffé\—\ O 1
x\CI= J_, ] 4% = LX, 1]0,1[ () dx

On dit Jue X gt une va. Wnifoune. Sur (o1] X~ Ulo,1)

" chaisir yum véel. an howewd dama 0,17 "
Exemple 6.4 trapfoumtion Lovbaive de X (3 densits genirale )
C Vidzo ¢wr Moodle ]
Exerple 6.4 Y=X?% X~ U(0,1) et abs. conbinue
[ Vidéo sur Moodle ] Trowrer sa densite

S on/wse Z=X- i{xgﬂz_}éfﬂj%] gi X~ U(o1)



Pl@)= S £<0
F(Xi){x<1}<o)—lP(x o+[P(><>i

= _ 4

2= PO fxegyet) = Plx<t) +TP(><>1) i oct<d
—f idx+j14dx t+i
’P = 2 4
(Q> 1 e t>%
FZ pas Conbiniue. ;
F(Z:O): = .
Dorc Z nowt. pas abs. combinue. z
Z(_O_):[o,%:( non dérmmbrahty = y i > L

Z net pas wen pluo unz v.a. discrelz . 2

FAWX: une va véelle est Soil disodle smib-eds—tantnue

va. reelle ?fzv@mz,, M disoétz wv;mt Wbs.
e

FiN SEANCE 9q




Rappel - v véelle X abs. tontinue ou o densits
EL:FX :IR—% D; toal RI-CVHDIWVL I-Vbtég?’ﬂb& Suxr R

F; (t) :F(Xﬁt):: /lt fx(xJa[z

o L/&P(‘france de v B demite
Thcweme (Formule de %rﬂmdf@r{: Cos FDSlhf)
X via. de domite JCX
: [R— [o,+ 20 fmob’iom postave et (omtinue par merceaux
9(x) v positive dent, Ledpérance , bien d’éf‘m;g dams To, 4097,
ot downze, por

E(900) = | 369 F bl doc

Tdée de prewe quand X eit poitive
Rappel - EE(%):= q‘%mT E(x,) € [oto]

oL Xy= 27| 2"X]| , nzd  Sulte dova.disuilis
wi, converge vers X em Cronssont .
REN, P(x=2"k) = [P( L2"%| =k)
=P Xelk2™ (m)z_’”[)

_—f&"‘( JC (x)d
E(gi)= 2 glkz") rr?(x,, k2™

()"

B I&%[\{‘ sz n j(kz—n) 7CX (x) de  somme Ao Riemann

e [ f6ade = [ £ il GJOC/VXZOR—
’ e <=0 Sw




E)-«/_me& Fonction ?éwzmdm'oe A2s poments

MW =E(e™)= [ e™fud
Si J: R—=2 R de gf“‘ qmlcwquz, :n afp&z/ue, cd;tlﬁww,lzdz
meb oM X 3+' 9™ et /g/, et on obtient :

Froposition ( Foomude. e tramforts, cau indigpatte )
St 9: R—= R fonoﬁtm Conbinue }?CM’ P CeUK
Va. dZ,Mt'(,JZ fx
Lo va. g(x} admet wne &Fémme f;:%e S et sedement ¢

Ig&c)(fx ) et in/izrgxmé& sur K
E(00) <too & [ 1569] F 0 dx < oo
s ce e, [E(g0) = [ ¥ goofs e
Eromple 541 Usne- utr. réelle X deCanchy ok pas despéyance

Y dLCaM-Ch?/ ¢« elle a pour densite

_ 1
00 JCX(X)_’ T ’I-f/{z,z
+) _ -+ teo t20
E(X )—){:M Xj‘ijbf) dx = fo xﬁ(go{x =/0 Tl dx = +oo
cow ez N of et |fm>o, f _1‘0(":‘?00
X—= +p30 M

De nie 20
v weme E[X—):f:"; xpfx(x)dx:fco — = o

—oo T(1XxY)
[ . qa -
Done [E(X) nexste pas, meme Si f:: xﬁ(x) dx::O/ ' M>0

A cor F )= £ (-x)



Corollaive : X admets un moment dordre R f;m
& E(IX) = [T 21" f ) < 400

dam cecos, E(x4) = [T x*f, G

Cowmisan: Con obs. conbimee Can disuet
Elx)= ffﬂx JCX (x) dx E(X) Zz;f’x(x)
% X E XD
()= g0 f D dx  £(90 9(x) = =~ ?(x)fpx(x)
xXEX(L

Lot 'reufmgm” de ta fmm& dr bﬂmj@/c wlile 4our Calculer O donstts
X abs. totimue et odmet, powr donsits JCX
& Vh:R=> R comtiwe por moreaux etr bomze (Rﬂma/r?w_514)
= [T hod F@de  Lvidéysur Moodle]
= Vh: R>R contowe ob bomée, {Rffmrt{ue 545)
E(h0)) = 7 h60£,60dx
Ppelicution: Evompfy 516 (4 ésdié dawo Exompls 5.6 )
X~UO1) , Y=x2
rhetd, Elhty))= ECX)
' fm’b'rm teat " “/ h(x?) 1 (x) dx

=/ “"ZMZ“ f" zrd”ﬂ
‘/’:o Zrij‘bﬁ[ Jlg



Toar Y romorguL, on obtient, que N ekt abs. pritome e gdmel
pro-domite. L (y),
2y ~ o1l
555.2 Exewnples importomts de y.a i densth
1 Lo uﬁiforme,' conbinute
a,bER  a<b
Va. reelle abs. pmtome X cot dite "W'UCM”C sur Jab] {ou [a,b])
et on érivae X~ U b), si elle admet powe densite
Fxt= g Laaur
£, oubante s Jabl "X o wn riel choisi unifomimot

nulle. en dehors ow. hasond dumt Lindenalle. TabL "
F(t):— 7 ) dx = Sc t<€a i
<=L L gipeabl e
1 ¢ t=b

W{Xé]a«b[) =1 ps. X ek bomer {X/é mox (lal, [b])
X odwet i Mmﬂfm)sa&,émz‘/ardm

E(x)= #f;xdx _ b=l otb

2(ba) = 2
H;()(Z)_—_ d fbxfdx _ bP-a® _ aabtb”
b2 Vo 3(0b-0) 3
Jar (%) = Lb2)”
12

Qé‘ﬁ Sot 2 R=IR fmct{ov« Crossanle. , Continue o Aotz et tg.
Lim Flx)=0 et Dim Fro=4
e 7t (gloe YfxeR, 0 Flz)eq)



On déf;m{; @ pseudo - inverse (o ]Dsead,O—Vfo{/Jro7Mﬁ) de
$: 10,40 = (R

Pl = inf {yeR: Fry) = x5

Remarguers
i) S F et [oi\ja,tl\/e, de F’d@ o,ﬁ[):: {Xéﬂei F(x)fjoli[}
daus Joil, on o P =F (G foudon vécipre de F)
Z) (P et Contime o 3W et ooitomte Sur ol
Theoeme 518 [ Vidéo sur Moodle |
Sot, X~ UO1), alon Y i= P(X) et wue va. véelle dowt
7% &mwﬁow e Véfm/fﬁﬁm }'// et T
Tvea utde en Simulodtion mfwmaizqu , (2 thaoreme /F?/rm/&b de consruire
wne va. de fonction de Veputition clownfe , & purtir Aune va. ~U(01).

Exerples Restrondre dabord % qraphe de F
a Lnterunlle I=@(ao,m
) Foo) sypitre. 4
o N T T N
': 0\\, :x B 5
B V > 1 ]
51 RV
V4 : Y] :i > o
o Y 1 0y % 1



N i S P

> x o
= (3010)=R

(VxeR Fod>0)  (HxeR, F)ed)
&m(()(x)z—oo et &M/(P[x)=+oo ot POWDb&A

1=>0F x> 1

NI




2) Lot expontelle

X ed dite m[nwebéz d Pmmzi;m a>o , X ¢(a)
& X o domde ch b= e 4., &)

St £<0, Fx(t)=0 .
Sit20, W=1% £ oode=[" 2 dx=[- S L

e

20 ar partie.
= 0+ [__;{l_e—?'sz :_/’;\_ 1) ‘F
2 - -~ +Q ~
E(Xl): JZWX, re Mdx = [_x?'e"m ]t + —27—\-&7 x e dx

— z 2
V@r()(): gz O'f‘%E(X)— 1
Absence de méomwive Comme a o ?iovrfd:vqm/
Trp S X~ 2O, als ¥stizo

H’(X>(S+t | ><>;)2§: P(x=t)

?”0/1/\/6: .[—P X)S): e_

— ccn B F(X>5+t) _ 6_A(S+t)
POt x) = gy = “om

. = e " = P(X>%) O
Exercie 5.20 : X~G(), Y~ Q(/\), (%/A>o

Suppme qui- X LY - Sob Z= mini X, V]

YoeR, P(2>t)=P(X>t et y>+t)

- H;(_&;Z_Wﬂ{gﬁ) for wndsp
= —‘(?H'/A)'(T

e



3) Lot womale (qamssienne)
Z e dife wovnale (o gaussionne) standord (ou contiée véduite )

SU Z o pownr demstte 1 %
/F &z(’)(): \/_2—7[- e 2 7 X.€ (R
on éonme Z ~ (N(0,4)

\ +20 ) +0 i
IW de Gousd f_m e Xdx =T > f_m e~ % dv= o
( ubilise UML'Miz'gm(Ldoub& qu,/aw exprime. en Coordonnzes Contésennes,

/Fm on coordannzes poboured. )

Foncion de vepatition V\ﬁdf/xz
b ()= E )= f_t S Vt'admeb/}md,éw?tw PO Simple

Jzr
E(Z\:J‘/z{j—r.— _moxe'x?dx =0
chon sitegrable IR et impoi
fon Wﬁgmf/ Cur E& impaire

T

\/W(Z):E(Zl): é——; . % e Zdx

4 X 20 _x*
- Er(l}xe’% Tt jiq €—TAx> =4
/AG[R ,T20 downes
n d%mt Xi=1Z+ 1 (EE(X):/M et Var(x])=c* >
Sy >0, e Vériffe, (f/xcm,f& 5.4) gue X a powr densitz

:]C(X): A —M
T e & 7

Une v de cotte, densite est appelee vovmale (o jcw%nm) ol eaponnce

(O\A de VWWHMWLL)/{,LQR et de vavionce ¢
On & X "’N(/,{ ,V‘Z)



tor cowventisn X=p $i r=o0.
Si ¢>0, X"/\N(/U,U‘l) o ﬂé\[\f(o,:ﬂ

=
?vgﬁ 521 (exercice) Une Wf}mmm a]%vw dunt v.a. morwale Teste
wne va. wormale. . Pl /Pvéo{séme,n;b,
Va,bél?\ }(fv\[\fg//mrl) = aX+b rv\[\(("”'(}’—z)
ou /(Z:a/uﬂfb ek T= ot
Fonction génivatrice des moments : o
Top S Zoy(02), MzW)=e=  LER
50 XWiut?) , My b= o 255 el

_ t20 tx 1 _x* 4 i _g_ 2
Bowe Mait)= [ e foe Bhe = [Ty
___J_’ e ﬁ_i(){,f)l

iy B A 2
'bz o __i - 2
=4
Mx ) E(i )—-E(e' /&): QﬂtE(G v)
Tz, 2
= e M, lbr) = o MTEE -

Corollaive. Pour ZaW(o1), k=0 E(z*)=0
2k _ 2k)!
E(=") =55
) 2k 2 b
Trewe : Z_;W ':—8%‘: MZ(H: é E(Zk)%

kzo 0 k)
Dme E(z2*)=0 o E(2%) =71y




Brop522 (yoir Loxemply 5.32 daa Pa sechion Swiwanitz)
VL Somme de deiy v.a. novmales "mdé[) est VLWW;aLg,”

St Xy WO, @), Y~ \N'Cia, 1) et XY,
Olors Yy ~ Wttt 7t
En whilisant E'Mdep W et un a»ﬂmwt de vecurence , on o
Corlloiwe  Soront X4, -- X des v wormalen mA@[J
Toile combwgison. Dinbgive. K= ag ¥qt - + (a Xt b
wec i, - ,0m, bER , et une v.a. normale |

F:N SEANCE 1o
595 3 Vectewrs aléntoves & densité

Cas yveckeur aliatoire (X,Y)ER® & éticher en détail
Cas ()(1, e, X)) €RT resle &(naeojw
%’,‘f_ Un vecteur alestoire (Xx,v) & valewrs doms RZ est dit
obsobument continw 0w z densits S existe f :RE= [o,ted]

wntigrable sur R* tg. /I T intervalles de R
P((x,Y)e IxT)=P(xe1,yeT)= fjfxy(xy)dx/ﬂ
Tuy oppelée denité du vecteur aliote (X,).
Remwui En /D»em,n,{; I=T=IR, 671 O
fl fxy(x{f)dx =N

R&_Wcluaz Rau u,W tontz {onckon +: R = To, 9L im &
Swr [R” et dvﬁ?wlzi edt’fmdm&fdm Vecfwalewtt?zb
dars RZ ( odmis)




Rnargue3 Dewstt. de (X,Y) vest pas déterminée. de fagom
Si (7 : R* > 5,4 (oincide awer £</)/ en dehors dun ensenle
de. ynoswe 2-dimensiowelle. nulle. ( voir 4 cours d'idigrale de

Lebesguer), G est auussi ume clewite di. (x.)
Remafrcl{uz,LF V CcR* bovelien
Plx.y)ecC) :fc fx,y(x,y)dxa/y Cintgrole ou Sons de Lebse)

= Jen By o) 4 G dedy

Lo demstd d'un vecteun aléctoie abs. tmb Cayactérse sa ot .
( Admia)

5@{2& (Veckewr alintoive unitrume comtinue )
C C [R* bortbien , on Zfz” mes(C) = ffkl ic(%.y) dzdg

1
ose. 0L mes(C) < +o0. meawre de Lelo&ig/m/ de C

(X,¥) ~ U Do mﬁw comtiwie. Sur C.

G (X ,y) @t abs. contine' de demsty’ L4 ()
mes(C) ~ C

veSeate um 7)07‘:475 bm{ﬁméwwat choisi au

{.‘X/\/) M/yu Swr@ re,P
hosard dpms C .
Eaﬂgé’/_(/ Fubini - Tonmelde
Soit 3; R*> R wne ﬁ‘noﬁon (m&imb&) /Ibos}b,'V@
VT interalles de R
fIXJ, Jopdedy = [ ([ gtr.y)dy)dx

= Jf{fIﬂ[z,Wdz)dy



M{D@Mt’w ivintes €t marginales)
Si (%) Yot wn. vecbews aléadsie de. donslté f,
Ses wvaDSW% X et Y Sont des va. abs. wnttm/&! de demn'td

Jax/y dt/mﬂ Jmni'c de X,Y
JLX et f}’ densite s mmg/mala

Hrewe Y1cR intewalle
P(xeT) = P(xe1,YeéR)= P (x,Y)EIxR)

= f_‘}__fo JCX/}/(ZIWJXJ:T
= fl ( M) dv  par Fibim—Tonnelli
&WjM powr Y =i (%) O

Une autre aﬂ)e«'cc«ﬁ'ow de. Fubini - Tomeldi - C’alc«[ﬂ/r&deﬂ/&fl@/ de X+>/
%F%I'm 528 [ Vidéo sw Moodle |
Soit (X,Y) un veckanr alzatvre de dewsite f Xy
Ao X+Y el une v.a. abs. contivwe ole dendits

Ty (B = /fxy(x,z x) dx = / Loy (F4,9) 4

&CMCIAﬁUn ?M/ xl—>fx>,(xe Soent W&ASH/}’R

y () ][X,\? {Z y/ \7]
%F%{ﬁm 529 (Indqpena(mce et demwitz )
1) St (X,Y) um vecbewr aléatoire abs. conbnus,




Si Sy ) = G0 £, 09) pour teut by eR?\ C
o C et un mCmb&dLV{Lam 2-dimensionnelle nille (C fmf@tmvidz)
abrs X etz Y Sonb indép .
2) Réciproguement . Si X, sont indep ¢k obs. omtinues de densits fx,f/
¢ ga vedbur (X,Y) et obs. gombine et de demitd (fuﬁmﬁe

JCx,y (xy) = I}CX(Z) Jayfff)
Bewe 1) V1,70 R intenvallon
P(xex,veT)= fIXJ Ty teey) ey

= ﬁx] Jﬂy(x)f),(y/o/xalg fmhﬂpm}%

= ( fI £ (x)d;c)- ( fj fy(y)dﬁ) P Tomell

= P(xex) PlyeT)
Donc X ALY
2) VI,ICR intevvelles
PO Y)eTxT) =P(xeL,veT) /
= P(xer) P(ye]) or tidep

:fIfX(z)dx-J;_ fy{y)dg
— JIXJ_ Ma/y@ par Fubini~Tomalle
une dlenly ole (%Y ) s

Wemrued B pratte, por mantrer XY, 0 sufft que £y se
faobrrtse/ sona £a fwmz/ JLX/V [Zrﬂ): oA o) @(3)



oi 0 R>R" et B:R>R” dont des fomckiona (meswrables)
Neécessairement, FAE (0,+00) t9. Aalx) edt €a densite de X

KBy et b douits de Y
[ Voir R&mwv?w_ 3.1% céu/oaf(f en can disuet 7]

emcurqne 2

R P22l veckour aldobtive. = | Ses composantes st dea v.a.
at abs. e | abs. wtinues .

Vraie $i 8o omptranten st indip.
N UE e fse ougiimnl | "

‘Por &CW'P&: Sort. X ume Va. abs. Continue
Pl(x,x)eA) =14 o A={xPeR>: x=Y7 {a ob'aimtazz,

O [o, Lptestbedy= [, ([ 1,00y por Fini-Toul
= S Uty ™) dy=Jg 04y = 0

A est de meswnre 2-dimensionedle nulle,

(X, X) neat pas un vectewnr aléotsie abs. Cridirm
Sinon, en mudifiant onbitrivemedt o valewrs de Ya dwfl'z/fx Y
Swr A, on obtient faa‘[emmt wne condradickion duvec ’

1=P((x,X)€A) = f/{ Frox Cr)icly

En combinant Bop 528 et 5.29 ,on o
Coroblgive. St X, Sont des v indip  de dewsits fy ¢t fy
Clors X+Y ¢ obs. Grtinue de deniti

Sy @)= 4, @) = [ F 60, (2 de
= fyxf (2= [7 f -9 Iy ()b




La ﬁmﬁrbw JQX*J[y :J[‘y *?CX a’f/’d& ?mduéo&WW&ﬁMdLﬁd']fv

Agg&cwﬁm: 5(%7)&5,32 [Vidéo sur Movdle ]
¢ X~ \(02) et Yo (\(0,1) avec XY
alors X+Y ~\(o0,2)
( voir Froposition 5.22 pour fo résultat pluo genzral )
o FDYMLLO[LWW powr calculer 4eg eptrances ;
PVOE5.35 ( versiom Mtéjmb(@ , Qdmise)
Soit (,¥) wn veckewr aléative aks. Cotinu de dennité J§<r>/
Sap 9 R*> R une fonction continue sur R \C
on. (. edr de meswne 2—dimensivanedle viulle .
Alrs 90(/3’) admet une alpémme ]C'n,le

&> fouliom (JCc )], 0y) e inligrable Sur R
Dons cecas, e (g00y)) = [, 9la) Fyy be9) dxly

MF version pesitive
j: /RZ—> RT on a ‘ﬁO‘IgWS E{ﬁ[X/y)):/’%aﬁ/)ﬁg)ﬁ/y (],«)g[xﬁ(ﬂ_

Remarque 5.34 (Admise)
(X,Y) abs. Gtinu de dewsite Ty,
E P hi R*>R fonckiom bowize (ow psitive ) et conbinue sauf o pls

sur um emsemble dp meswe Z-dim nmulle, on a

E(hlxy) = f//_\)z hoy) £y b y)dxdy

Application : Exemply 5.35 [ Vidéo gur Moodte ]
Lo méthode %UX—MQZW fowr simuler une €0t normale. , e o
wisthede d snwersio. ne s'aﬁ)&‘yua pas .




Uq,lU2 wdéf,dz&iwﬂ(wi)
On pose R=[-28.lly R UG
® = 21,
et X:R%@,Y:RSM@
En caloudant E(h(%,Y)) owec he & (R*R) n h€E(RSRY))
mantrer qie X ~\(0,1) et XA

>/ ~ N{Uli)
Pa'ppet Formude de changement de vonioble

u; V - RZ Q'Z/VOV"{Z
¢. V=l 81—&{,5%0;%37’]014)5%
e ¥ bijedive
o dénvees partielles de ?ﬂ Continues sur \/
¢ mairie fucohonne dd 9= (s, P,
J—(F(s,t) = %(%— 95%— est tvensibly (<=>da&\T(f{s,f)¢O/
20, 20, Ahey
25 ot
Vj'- U— R inﬂjmb@;
fwﬁ bo)dedy = fv 9( Pulst), B(s4)) [det-Tp(st)| ds dts
Coordonnies pobuives en dimension 2.
L Pr8)= (resd,Teind) oL <o

0<B< 2T
fRz. 90ey) dedy = fjo,w[xjn,zwf 9(rewg, rsing) 7 drdd

L4 - dimensiomnel (X4, . Xn) € R abs. ettt
voir Yoo véswlbats mﬁzjw dawo L2 Pa@,fﬂj&s 69-70

Fin SEANCE 11



C/Lafith';ﬂ Loi, des gyrands mombres et (omergence en frobﬁ-éi&‘fz/

5§5-1 Loi des gramds nombres
Soit (Xi)ing wne Suite de vowiables aléatvives réelles
On déf{'m‘bnpowr nz1 o vaviable cdiotoive vielle
w 4 [ Mo igue yemieres X
)(n_ngix yenne. empiigue des 1 P X
Thzoeme 6.1 (Lo den gfmm/A nomincs)
Soit (Ki)jz1 wune suite de va. véelleo indep e#ia’mymmwb
Oasbribwf&s (i.id.)., gui admettent ume &Fafmnce vaw;
On mte p=E(X). Abns Fs>o0,
Lim P(,X”f~/’tl>£):&% ZF(/L_%&—/A / 72) =0
Nn->c0 n

Nn—->ze

Remorgued  (X;)isa Sout de wiime fot

F(X,) = %éE(XL'):/M

K w? Lo des gromds pombes (LGN) rend i
%762 de @glfpmche, Daéciwuzﬁsfe dga z/brozaééﬁté W
Xo, =, Xn Lo vabewrs de X =1, pendant N rggétbions

%Hﬂ[(;f d£ ! @)(Péh'&mée.
LZ, X = Ny =nb. de fm Olm'an o obsexve A

X+ +Xpn _ L\//\_/} ~ P(/‘O:E[j/\) QWMJ( NS>

N
R&momﬁu, 3 Lo conditim ﬂ/ /u/be’mn(,e f:’m‘e; @t C/w,ta'a&,



1 tontre-exemple : (XD)iz1 tidl de boi,de Cou
f (donsits £(x) = i%)
Xi nodmek paéyilb/;émw,
(hdmis) Xo= L 2 x0 Suik ot 4o bt e Cuachy |
YmeR, ¢>0 - -
1P [ X-p(<e)

—

F( I)?V\"/A»[?cc,) —

1 _ (M dxz
M-¢ T(1+ )C")
== L — %(ﬂmﬁmft%ﬂ) — awcton (/k—e))> O

’M,&([,feml /aaAc(z, n
(Xi)iza me wfwf‘a pas a i duo gmmcéd nombreX .
Une verson plus poible de Lan) (uliliste powr démontror Théoene 61)
Fropasitione  Soit (Xi)izg Wne swite de Va. véelles iiol . qui
odmeltent wn moment dordre 2 fini (ek done oussi une
@FQWJ)?M). On nwite ju=E(X:) 0°=Var(Xi)<+20
{7[£>0 ﬁl’};l; TP([Xn"/M1>£):O
Prewwve  E£(3,)= 1
o (%) = Vo (2 2 X6 ) = 25 Vol S
no L1 L=1
Z_ VW(X(:) “Par indeff den Xi

2

[)

—_—
—

o

32



far wwga/(,th de Bl%m/nté' E/mﬁgc/w/
}F({Xn"/ﬂ[7£) < Vor (X«) — r* > O
£

£%1n, N—po []

Prewwe du theoreme 6.1 - yoir bx vidéeo Sur Myodle .
596,2 Une application de LGN : méthode de Monte—-Corto
4’) Estimer IfIIWVfC(MLWIM uns ’iﬂﬁ/gméa \f; Leod=
(X )pg we Suite de va. 10d. de &tmfme Ula.b)
( (Xz, 4 ‘/’Aﬂx dx
Popliguer Lé}/\/ & (), m) Suily iid.
eso, eszP(/ Z.f/xb fffx de | >£

[/1’;%& évppmmmabon agm—Tc/Lzéyc/zw
(,4Zj% -Mff(z)a/z/%) < vm—zf/xd)
— n VW(JE(XL
£Z
< Efrx)?)
S5 ]ﬁbomu (/JC [EM ) olors ’}’Léz

PLI 2 406) = 2 [ e >£) =
Donc |7/5>0 Si mo= E(SJCfXLll) (ou : ), ol
g2 £

owec proba. 1-§, b ovff(xdx est proche de ng,f[)q)a £ prs.




2) Ectimer Lo probabiiti odun Evénement A
4y ~ Bem([P(A))
M=E(44)= P(A) ,
v = Var(1p) = P(A) (4-P(A)) < 2=

(X¢)izq iid deboi de Bernoulli do paromtre P®)
( Xi “indiatrice que A soit réalise Oore de o i-éme expéﬁe,nae)

e, TF(/%L%XL‘—IP(A)I%)S e

=) ner S et
= de mis 3 s Yoir
)czm,}?&a mise on_pratigne l/(:/t /;ZZZ ﬁ ;:Zj
§6.5 mee/rgrence en probup e pour une Sule de v.a.
Defintin  Spiont (Folyy b X des va. véelles Aifinies s Lo
idme espace proboblie (0, F,1P). Op dit que ta Swite (Xn)pzs
Comrge en (1P-) pobabilité yers X (wts (S(n)§>>( ) s
220, dm Fiv-xl>£) = 0 ~
On dit: gue. (%) Ly (resp. ~o0) sl
VA>oO, Vl?gmpoﬂ)()(n<A)= 0 (m,D‘ ﬁQJF{Xn>—A>:O)
Remorque 4. % plusewrs probabibitis T, [Po., - sur (Q,F)
* (X"‘)wzd. Gmverge on Ir- probaofite. " velative 5. P
Si, @'% o pas o{'mbiguﬂaé sur O ?wbab{&”d dﬁ,l/éf{}’woe,
on Ecrit " (3, towverge en probabilile. "

nzia



EWMLZ LGN : sc (><(,JL71 iidl oprcm/nce,fme,/bt~ (XL)

ot (G ER),, o

EMFQ_LZ (XLB(,;i va. iid. de lo E(4)
Mp= max{xl n}
P(MagA) = TP( X[,<A powr tout; 1< 1< n)

~TF'IF(><1<A) o Andefp
P(X<A) "= (1-e7A)™ [P(Mm)
\/A>D, 1- e:A<i = fon P(MacA) =
W (M)£+m n—eo
?owr\fauewmm O’YLI}?VMJ, A—(iiz)%ﬂ/ owec >0
P (Ma< (1) Gam) = (1 &~ SN

(/"' nwg>%
“Bw((/[” “,r/’tllq'l) ) = ’Vl@m(
&Vﬂ/]en((—"‘—’) ) = —

Nn—2«c

Dwe L P Ma< (4 £)0an) = 0

N2ec0

P(Mp>lU+e)bun)= 41— P (Ma € (14¢) Bum )
= g- (1 (’H’é,@mn)

/n(—i‘. ):—n

’H,llq') H/'—\B/m /n,’li



P> () un) = 4= (1- )"
o ((2- 4+ejw) = N fu(1- ,,+£) o M (~—%’-,,:£>
Gm pa(1- 5 )") = 0

nN—260

Done  Dom [P(Mn >4+)0m) = 1-1=0
=y
hns Yeso, Tim [P ((7«4/>2)
N-260
= &vgbﬁi’(b’lw >(1+¢) ) + TP(MK@”é)an))
n->
= 0
Conclusi My [
culore | ()., —> 4

Froposition 69 ((,ovw? o LGN ) [Vider sur Vood2e]

gm{i (Xl, [,>/1 umne Swte de va. lid "7D§1LAI/€,S d&F&WC& too .

(), T

) e
= nz1

Tropostitn 6,40 (Admise)

Si Xu) B> X et (Vo) B (o0 Aoutes Los va. St
okfinies S o mime espace /pmbab;&sz, (2,F, (P))/ algre
VP R R otiwe  (Fa ), s, _.> Lix,y)
\ZH’Y’WULLLW \7/3 R—> R tmbue (3(}( )) S(X)




47 (X“'Yn) E> XY on encore (XnYm) s 94

prowie  fage 77 du4ely.

?VOPUQ'HWL (Admise)
SL (Xw) —[P—> X odma VJC P~>TR conbinue. bornée,,

Lun T (§(xa)) = E (X))
A (Xa) E>X n'ixmff')qut f2s E (%) — H‘;(X)

( foo =% n'et oo loomée,)

Exemple : (Xn)nz: VA£G Plxa=n*) =
6? IP(XYL: O) = /1——1{

/e>o, ﬂ?(an/>£ F(Xn n® dwclwz,/nz>g

= & a0
DO?]C/ &n)f—)O
Mare , E(xn)= 0-U1rL)+n* L =n

Yo I (%) = + 20 25 E(0) =0

Fin SEANCE 12



