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Introduction

Théorie des probabilités : l'étude des phénomènes
caractérisés par le hasard et l'incertitude

Exemples : lancer une pièce pile ou Face
lancer un dé

tirage au loto
marche aléatoire (promenade d'un ivrogne )

trajectoire d'une poussière de pollen sur la surface de l'eau

Formalisation mathématique : 2E siecle avec
l'axiomatique de Kolmogorov

Programme du cours
Chap. 1 Ensembles

,
dénombrement , dénombrabilité

Chap. 2 Espaces probabilités pour décrire une expérience aléatoire

drap 3 Variables aléatoires discrètes

Chap. 4 Variables aléatoires réelles générales

Chap 5 Variables aléatoires à densité

chap. 6 Loi des grands nombres et applications

drap 7.

Simulation des variables aléatoires
.



Chapt Ensembles, Dénombrement et Dénombrabilité
51,1 Opérations surles ensembles>

Un ensemble = collection d'objets
soit SI un ensemble .

x. c- r
"

x appartient à l
"

Ensemble vide ¢
Acr sera appelé sous - ensemble ou partie de l
A.Bcr
AUB:= { web : co c- A ou web} Union

AMB { web : WEA et we B} intersection

AC : = { wer : co ¢ A} complémentaire
AIB : = A NBC différence de A- avec B
AoBi= ( AlB) U ( BIA) différence symétrique

Œ
ACB AEB

on
-ÙÊIÎÂ

on a web



I ensemble d'indice arbitraire

(Ailier famille de sous-ensembles del

¥
,

Ai {wer : tie I tel que coe Ai } union
" il existe

"

¥ Ai :< {wer : fiez on a we Ai} intersection
.

"

pour tout
"

08:
As

¥, Ai est disjointe si les Ailiers sont 2-à-2 disjoints
C-à-d. Air Aj =p pour tous itj

Ai A ,
iij.CI

① ① Dans ce cas
,
on

écrit aussi

① Az
"

ÇA
"



Distributivité (¥, Ai ) NB = U (Ain B)IEI

(fesait UB =?!Ai UB)
(Ë Ai )
'

= M Ai
IEI

(i? Ai)
'

= U Ai

Produit cartésien
l'EI

Ax B = { Ca , b) : a c- A et be B} # BXA

172 entier

E couple ordonné

Au = le produit Ax . - - XA n fois

Plr) { A : AER} l'ensemble de tous les
sous-ensembles der

AEP ⇒ A ER ACR

¢ c- Pcr) et le Pcr)

f- AEPCR) on définit la fonction indicatrice de A

1A : R → R 1A (x) = 1 si XEA

ta
r

lo size a ,



§ 1.2 Démembrement

A ensemble
Le nombre d'éléments que A contient s'appelle la cardinalité
de A , notée TAI

TAI EIN : = { 0,12, - - - } si A fini

1 AI = x si A- infini
• Si A

,
. . .

,
An finis et 2-à -2 disjoints , alors

n

I AU - - - U Ant = [ I Ait
i=p

n

• Si Ai
,

in - -

,
Au finis par X - - - X Ant = ¥

,

lait

Déf : f : A → B injective si tout élément de B est l'image d'au plus
un élément de A

surjective si tout élément de B est l'image d'au moins

un élément de A

bijective si à la fois injective et surjective .

[Dans ce cas , l'application inverse f-1 est définie]

Si 7 AÏE B alors IAIEIBI
3- A SET B alors 1 AI ZIBI

Z AÏE B alors 1 AI = IBI



Exercice 11 {0,1} ?= { fonctions f :b→{or}}
y :P(r) → { 0,131 est une bijection

A H 1-A

[ Voir vidéo sur Noodle]
Si trkx

,
on a 1 Pcr) I = 2W

Remarque : l'ensemble E est dit infini s'il existe x. c- E et une
injection de E dans Eva}

E est dit fini sinon N*= NIER
.

N infini car N → IN * est injective .

n ↳ ntt

Soit LA f- nz 1- (ai , . . - , ok) # (an . . - sac )

Arrangement (sans répétition) de k éléments de A : ( an . _ . -

, an )
un k-uplet ordonné d'éléments distincts de A-

Nb. d'arrangements de kélémutn de A :

= { nxln -1)xln
-2)x - - xln - k+ 1) si oe kçn

0 si kan
Permutation de A : une bijection de A dans A-
Nb . de permutations de A = n ! = n Cn - 1) x. - - - × 1

Notation : Sfr = { p.ir-mutations de { 1,2 , . . . . n }}

Convention : O ! = 1 .



{ ai , az , . . - , ok} = { az, ah, - - - - ce ,}
Combinaison de k éléments de A : un sous - ensemble

{an . _ .

. on} d'exactement kéléments de A
Ai
,
. . .

, Ak sont distants
,
mais non ordonnés

.

Nb . de combinaisons de k éléments de A = (f) = CE

coefficient binomial
(f) =

nln- D . - -
- ln - ktl ) m !
-=

÷,!
si oe ben

.

k !

Convention (f) = 1

( kf-0 si bon .

Binôme de Newton : tt x. y c- IR

ç

lxtyln = Ê
.

(g) xkyn
-k

s 1.3 Dénombrabilité

Déf : Un ensemble E est dit dénombrable s'il est fini ou infini dénombrable
c'est-à-dire enbijection avec IN.

Si E fini , énumérer ses élément comme suite finie x.
,
- - - sen

si E infini dénombrable , énumérer comme une suite infinie
Exemple Z infini dénombrable N → Z

n ↳ E si n pair
- E- si n impair .←ïÆÙ



Lemme :
Un sous -ensemble fini) d'un ensemble dénombrable est dénombrable .
Tout A CN est dénombrable

.

Lemme : (1) A ÏÜÎ3 avec B dénombrable ⇒ A dénombrable

(2) AÏEB avec A dénombrable ⇒ B dénombrable

Théorème 1.3 .

(1) Si Ai , - - - , An sont dénombrables , le produit ftp.XAn l'est aussi

(2) Si (Aiiez est une famille dénombrable ( c-à-d . I est démon .)
d'ensembles dénombrables (e-à-d . Ai est démon pour toutIED,
alors l'union

¥, Ai
est dénombrable

.

[ Voir vidéo pour la preuve] .

µ
Application:S N "peine afférent:b µ . . . .• • ① 0Ë¥

(ÎN
(2) Q = { uh , rationnel } dénombrable

Zx IN" → QI surjection
Ip, g) ↳ I

dénombrable .
q



(3) ZEXJ :< { polynômes à cœffentiers}
ZEM { polynômes à coeff. dans Zldedegsén}
Zstxzn → Tente] bijection .

air
, ami . - - sao ) 1-7 ÎAXK

dénombrable k=o

( car 2M
,
ZÎ dénombrables )

Donc 2nA dénombrable

ZEXI = n¥Zn[D= ËÉZNTD union disjointe

= UZNIX] est une union

new dénombrable
Done ZED dénombrable

. d'ensembles démon
.

Théorème 17 : R n'est pas dénombrable ⑥
[ voir vidéo pour la prenne]

•

Corollaire : [ont pas dénombrable

[0,1f → {0,13N injection .

← Ëanzk
x ts son développement en base 2 te

⇒ {OIBN pas dénombrableakesro.B.tk?IGmmePlN)enbijectionavecfonzN
, Pan) pas dénombrable

FIN SÉANCE 1



Chop2. Espaces probabilités (r , F. IP)
§2.1 Axiomes des probabilités
§21.1 Espaces probabilisée

Pour modéliser une expérience aléatoire :
• L'espace d'états est un ensemble contenant tous les

résultats possibles
• L'ensemble des événements Te contient des parties de R

un événement = {wer tel que
"

u vérifie la propriété
"

}
• La probabilité P est une application de F à toi 13 .

HA ET PCA ) C- Fois

Triplet (qq.pt) appelé espace probabilisée :
'
.

Exemples (1) Lancer un dé régulier à 6 faces ,

- -
-
-

IL = { 1,2 ,
3
, 4. 5,6 }

Le dé donne un nb. pair A- = {2. 4,6}Cr AEK

PLA ) = fr4 = f- = E probabilité uniforme
.

|
Si le dé irrégulier, mon uniforme "

2) Suite infinie de pile ou Face équilibré .

.

Ï - - -

D= { ( Udi» : Ui C- { Pile Face } , fizz } :
"

Les 2 premiers sont Pile : D= { tuiliez, El : UEUE Pile}
+-

Il
y a

au moins un Fan : C = U {laitier : Un > Face}
B
,

CE Fe
.

tel



ici A en bijection avec {0,13¥ donc non dénombrable

Remarque Si r dénombrable
,
on prend toujours Te =P(r)

Mais si r non dénombrable
, plus compliqué (voir plus tard)

ici Je #Plr) Ak
,
AàET

F= tribu engendrée par les événements de base (Ak.AE/pe,.kzzAk--" le ke lancer donne Pile
"

Aà =
" le ke lancer donne face "

MAH -Plait f-

IP ( Ann Az n - - . . - n An ) = (f)
"

,
tt n 71
-

=

"

npremiers lancers donnent Pile
"

Pl Aiîittïtâs . - - na
"

= #Y
• Propriétés pour 7 :

l'événement certain = REF
l'événement impossible = EF

A
,
B ET

" A et B sont tous les 2 vérifiés
"

→ AABE F
"
au moins un parmi A- et B est vérifié

"
→ AUBEF

" A n'est pas vérifié
"

→ AceF



Déf : On dit que F est une tribu (ou une r-algèbre) sur R
si Tr est une partie non vide de Pll) vérifiant :
LA REF

(2) Si AEF
,
alors AEF (stabilité par passage au complémentaire)

B) Si#ien est une suite d'éléments de Tr, alors

¥, Ai
⇐ "famille dénombrable

"

)
C-F (stabilité par union dénombrable )

Remarque : ¢ = re e Tr

few Ai = ( UAE )
'

EF
IEN

r dénombrable F- Pcr)
Sir non dénombrable , on prendra F une tribu construite

à partir des événements de base en utilisant
passage au complémentaire{
union /intersection dénombrable

Potentiellement Te #PEU c-à-d
. FÇPLR)

• Propriétésde P :

Interprétation fréquentist : Répéter N fois . N grand .
NAE {0,1, - N} nb . de fois l'événement A vérifié

" PLA ) z NJ "
Si A-=D

, Nr = N → Plr) = 1



Si A
, BEF , AMB=p ⇒ NAUB = NATNB
" PCAUB) =P (A) + PIB) "

Déf Axiomes des probabilités
r ensemble non vide muni d'un ensemble d'événements (tribu) F
Une fonction P : F → To, 13 est appelée (mesure de) probabilité
bi A1 : PIN = 1

AI G-additivité ) Pour # suite (Anka d'événements de F
Ï signifie

"

dénombrable
" 2-à-2 disjoints (e-à-d. AnnAm -4pour#m)

On a
+0

t'ËAn ) = Pln' An) = [Plan )
AH

Remarquent : Php) = 0 car Kf01 = ËPLO) par AZ
Remarque 2 : P vérifie l'additive finie :

Si Ai
,

. . .

, Ak sont k événements disjoints f-
"

2-à-2 disjoints
" )

alors PLAN . . - UAKKÎEIPIAJ )
Preuve : Appliquer AZ à Caine, où Bn = An si ne k

= § si n>K
.



Remarques ËPIAN ) dans AZ ne dépend pas de l'ordre
¥0 de sommation .

§ 21.2 Propriétés fondamentales de P
Prop2.7 (1) A, BEF ACB

« IPCBI A) =P(B) - PLA )
⑤

Par conséquent , PLAIE (B)

FAEF
, PLAY = 1- PCA)

(2) VA , BEF ④
à

PLAUB) - PIAHPIB)- PLANB)
Par conséquent, PPIAUBKIPIAHPIB)

Prenne (1) ACB D= AU (BIA ) Union disjointe
Par additivité deP

,

IPCBKPIA) + PCBIA)
En prenant 13=52 ,

on a PLAT PLAY =P(r) = 1

(2) AUB = AULBIA) union disjointe
PLAUB) =P(A) + PLBIA)
Or D= LBIAIULAAB) union disjointe
PIB) =P(B)A) + PLAAB)



A LAUBIUC

PLAÛBUCÊPIAUBIHPK) - PAAUBIMC )
ÆPLAHPIBI - PIAABIHPKI - PAMUK#

B ÊIPLAIHPIB -PIAABIHPKI-MAX) -PIBMC)
C + PKANCINL Bnc))
-

= AMBMC
= IPLAIHPIBHPKI - PIANBHPCA

Cas général
- IMBU + Plan Bnc)

Prop 29 Formule d'inclusion - exclusion
Ac
,
- - -

,
An ET

NANAN - - - UAN )=ÊÈ
..pl-M' Rinzai)

[ Voir vidéo dans Noodle]
tdeuetkk

Application : Exemple 2.19 Père Noël secret
[voir vidéo dans Noodle ] .

Propre continuité parle bas et parle haut des probabilités
(1) (Anlnz,

suite croissante d'événements

(c-à-d Anc Ann , tn >1)
alors Pl Ë

.

An) - III (An ) plante Planet-

ET



r

tfnzl Anc VAN
AZI

(2) ( Antas
,
suite décroissante d'événements
( c-à-d

. Ana CAN tn -1)
Alors Pl MAN ) = limt PLAN
En moto plan)ZP(Anti )
EF

fr71 , Aic An



[Voir vidéo sur Noodle]

Corollaire 2. Il

A- nlnz, suite d'événements non nécessairement croissante ou décroissante

Pl §
,

Ant = finitMÉ
,

Ak )

PLÊ
,
Ant = nbççttplÊtre )

M

Prend : Poser Bn = U Ak
ka

(Bnlnz , suite croissante d'événements .

Bnc Bnei car ¥ Arc Ë
,

Ak = Ana U (ÈAk)
Par Prop 210 PLÉ

,

Bn) = tniççtjhlnttimt HÉ
,

Ak )
° " NË

,

An = n'UÏBN
"←

car Bn C ËÎ An et Anc Bn pour tout net

Donc PÎIAN ) = tint PLÎUAK)
http

2e formule : Cn = MAK
A- l

exercice : compléter la preuve.



Exemple 2.13 Suite infinie de Pile ou Face équilibré
APE " ke lancer est Pile

"

A- =Ëfk=" on n'obtient que des Piles dans la suite infinie "

Plat --¥ç!vMÊAN=¥ç.lt#--oDonclapnobabitited'avoivaumoinsunFacevaut1
(PLAY - 1)

Un événement BEF de probabilité PIBKI est appelé
presque sûr

• sir-Ifo.MN "

Pile -_ 0
"

•

A - { ( o.O ,o, . . - - ) } #§
PLA) - O

ACER PLAY -1
.

Pour un événement BEF .

Si PLB) -1
,
on n'a pas nécessairement BER

Si (B) =D , 13=01
•

FIN SÉANCE 2



Rappel : (r
, F. IP)

proba IP : F → [0,13

A ↳ PLA ) C- [0,1]

IAM : Ptn) = 1
1AM : Soit A-nlnz , une suite d'événements 2-à-2 disjoints

Pl ¥ An ) = [ Plan ) t-additivité

Rappel : A , Bep
net

PCAU B) =P(A) tp(B) - PLAN B) E PLAIT PIB) tt)
corollaire 2.12 ( Sous - additivité de P )

soit lAn) nz , une suite d'événements . Alors

Pl ¥,
An ) E Plan )

Preuve : Par récurrence , on étend l'inégalité H) et on obtient
Pl§

,

Ak ) E ¥ Plan ) pour toutnet

Alors
pl ¥ An ) = bint MÉ Ak)

n→ +o n °

± fifre ¥
,

PIAK) = Z Plan)
A-l

Application : Suite infinie de Pile ou Face équilibré
Ak = " le ke lancer est Pile "

( Exemple2131 PLÉ
,

AE ) = 1 et PIÊ
,

Ak) = 0

par même argument plat
.

Aà)-1 et PlÊnAk=o ,
thé

|
Pile pile . . . .

>
n



Par sous -additivité de P

P II. Ak) ) ⇐ ÊPIÊ.Art = Ê0--0
En passant au complémentaire
Pl Ème !) = 1
m

=
"

f- nz 1,7k 7h t.q.lk est Face
"

=
"

il y a une infinité de Face
"

ceci est un événement presque sûr
§2.2 Le cas d'espaces d'états dénombrable
Dans cette partie , M dénombrable mon vide

F = Pcr)
caractériser IP par une densité discrète

Déf ( Densité discrète)
On appelle densité discrète sur l toute fonction p : r→ R

qui satisfait plus zo tuer

[plus = 1{ w"
à cette somme nedépend!çm¥ÎIdte

Prop Soit p une densité discrète sur R
Alors IP :P → R définit une puba sur Pll)

A t ptA)÷ [ plus
wt A



Preuve : Pll ) = En plus = 1
Soit LANKen une te de sous - ensembles del 2-à -2 disjoints
pose A = U Ak

KEIN

PI ¥.fr) = Ça plus = [(Çapplwt) = [ plan)µ KEN KEN

plus 70 , tuer ⇒ on peut sommer par paquets(Akbar disjoints}
La réciproque est aussi vraie : Soit P une proba . surM ,

p : r→ R
w ↳ plus := pp ({w} )

est une densité discrète sur r

î singleton{w}
( événement élémentaire)

Déf (Équiprobabilité ) soit A un ensemble fini
on définit p (A) ÷ LE tt Acr

Irl
P est une probabilité , appelée probabilité uniforme sur r

Remarque 1 : densité discrète associée

plut=P({w}) = ¥,
ne dépend pas de w

Remarque 2 : Soit r fini et P une proba . sur Pcr) tq
plu) =pUn} ) = c ne dépend pas de we r
Alors pp est la probabilité uniforme surr
( nécessairement a = ¥, )



Remarque 3 : Sir est infini ( dénombrable ) , on ne peut pas
définir de pmba . uniforme
Si plw) = a , tuer

alors [ plus) = +x si a> 0

wtr
{
o si ⇐ •

ne vaut pas 1

Exemple : choisir un entier naturel au hasard n'est jamais de
façon uniforme (Il n'existe pas de probabilité uniforme sur IN )

Par exemple , fin}) = 2-
'"" définit une proba sur 1N ,

mais elle n'est pas uniforme .

Exemple 218 Paradoxe des anniversaires ( vidéo courte]

Exemple 2.19 Père Noël secret [vidéo courte]

§ 2.3 Probabilité conditionnelle et indépendance
§ 23.1 Probabilité conditionnelle

(r , F, P) , r n'est plus supposé dénombrable .

Déf. Soient A.BEF avec PCB) > 0

On appelle pnobab . conditionnelle de A- sachant B
IP ( Al B ) : =

PLAN B)
P (B)

Remarque : Interprétation fréquentât PLA) x NI
IPI AI B) =

NANB

Ng
=

NANA
NI
=
PlanB)

PCB)



Exercice 2.21 : La fonction PC. IB) : AEF ↳ PIAIB)
est une proto . sur (r .F)

PIACIB) = 1- PLAIB)

IP ( HBC ) 1- PLAIB) !

pntpp (Ann Az)
= PLAN Xp (Az IA ) par définition

2.22 ( proba conditionnelle en chaîne)
Soient nez et Ar

.
.
. - An des événements top -

IP ( Ann Azn .
- - - nana) > 0

.

Alors ( ÊAk ) =P(A)XPIAZIADX . . - xPIANIAMAzn.in Ans )
= PAIX ÎIPIAKI Ann .

- - MAK-a)

Preuve : vidéo courte

Application : × tirer deux boules sans remise
•
•

•

0
•

l' = 1,2

Ai --
"

je tire une boule noir amie tour
"

A- AnnA-"je ne tire pas la boule blanche
"

PLA) =P( Ar) (Adar )
= #¥ = Es

Prop Soit (Biliez une partition dénombrable del
c'est-à-dire I est dénombrable( Bin Bj -0 pour tous Hj , et ¥, Bi -r )



Pour un événement A c- F
,

on a la formule de décomposition
PLA) = ¥± PLAN Bi )

Si de plus fiez , PCBil 70 , on a la formule des pwba . totales
PLA) = ¥±P(Al Bi ) PlBi )

Preuve A = Ann = An ( ¥±Bi ) = if (Ah Bi )
M M

disjointes
Par r-additivité de P

, pp(A) = ¥,
Plan Bi)

Si IPLBil > 0
, IP (An Bi) =p(Al Bi ) IP (Bi )

Théorème (Formule de Bayes )
Si A , BEF avec PCA )» et PlB)70

Alors Ip(BIA ) =
MAIB) PCB )

PLA)
Preuve : IPLBIA) PLA ) =P(Bn A) = PLANB) =p(AlB) PIB)

Exemple : Test d'un virus
Sr le virus est présent , résultat positif dans la% des cas

.

Si le virus est absent
, 2% des cas (Faux positif)

On sait que 5 personnes sur 10000 ont le virus .

On fait ce test sur un individu au hasard , avec un résultat positif
Question : avec quelle confiance peut-on affirmerqu'il soit malade ?



A-
"

résultat positif
"

B-
" l'individu choisi est malade

"

P(B) =5- PCBC ) - t- PIB) =99951000010000
PCA ) - PCAIBIPCB) + PCAIBCIPCBC)
PLAIB)=1 et IPCAIBC) - 0,02
PLBI A) = Plat)

PCA)

=
PCAIB) PIB)

PIAIBIPIBITPIAIBC) 439

=
1×0,0005

1×90005+0,02×0,9995
79025

Ce test donne en réalité beaucoup de faux positifs .

FIN SÉANCE 3

continuation sur l'exemple test du virus
A-

"
test positif

"

B =
"

a le virus "

PLAIB) - 1 LPCAIB') - a taux de faux positif
P(B) =p

LPIBIA ) = =

PCAIBILPCB )

L LPIAIBIPCB) -11%113919139

=
B

Ptah- p ,
=
1-

=
1-

1+4- f)f-

http
comme 1- pas



Si xp % îo alors LPIBIA ) = 1
Si x» p x-p très grand alors p(BIA ) x ¥70
Ici & = 0,02

a

§ = 0,0005 f-
= 40

PIB IA ) 70,025

§ 2. 3.2 Indépendance d'événements

Déf : (r, F, P) espace probabilisée
A
, BEF sont dit indépendants si planB) =P(A) PIB)

Remarque 1 : si Plat > 0
,
cela signifie PLBI A) =P(B)

Si PLB) > 0 , cela signifie PLAIB) = PCA)" l'un soit vérifié ne modifie pas la probab.de l'autre
"

Remarque2 : in dép entre A- et B # A et B disjoints
Si PLA) » , PIB ) so ,

alors l'indép . implique que
P ( An B) > 0 , donc ANB#§ .

Remarque 3 : Si A
, B in dép , alors AC et B le sont aussi

car PIACMB ) =P ( BILANB) )
=p (B) - IP (An B)
=p (B) - PIAIPIB)
=p (B) ( 1- PCA)) = Pl B) PCAC)

De même
,
A- et B
'
sont îndép , ainsi que A-cet BC



Déf . Indépendance d'événements # Indépendance 2-à-2
soit (Ailier

.

une famille d'événements d'un espace pvoba .
(r , F, P) où l'ensemble d'indice I est arbitraire
cette famille d'événements est dite indépendante si
pour tout sous - ensein !: le fini JE I ( I Jl Z ÷

?
. ) , on a

Pl ? Aj ) = Tl IP (Aj )j jeJ

! Pour l'indép . de n événements Ai , - - - , An , il ne suffit pas de
vérifier que pp (Ain Az n . - - n An ) = PIA , ) PCAa) . - - PLAN )

Il faut montrer que cette propriété de factorisation est vraie
pour toute sous - famille .

Exemple : Deux lancers de Pile/Face
A = { pile au le lancer }
B = { pile au 2nd lancer }
C = { même résultat aux 2 lancers}

IP ( A) =P(B) = E
P (c) =P l " pile pile

" l + PC " face face " )
= ¥ + ¥ = E

PLANBnc) =P(" pile pile
"

) = ¥ - Plat PlB) PK) =Ê
( IP (c l AnB) = 1 # IPCC) )

PLANB) =P (" pile pile
"

I = ¥ =P(A) PIB )
IP ( Anc) =P(A) Plc) et Pl Bnc ) =p(B) PK)

Conclusion : A , B. C sont indép 2-à-2 mais non indép .



Prop .

Si CA
,
-
. - An ) est une famille d'événements indép , il en est

de même pour les 2
"

familles (Ai , . .
-

, Ain ) avec
AÉ = Ai ou Ai , 1- ⇐ i en

Preuve Il suffit de montrer que si A , _ . -

,
Au sont îndép, alors

AT
, Az . .

_ _
.

. An le sont aussi

¥ { in . . . . irp } c {2 .

. -- on}

PLATn Ai, M . . - n Aip ) =P( Ain . .
- n Aip) - P(Antti, n - - - AA ip )

= plait . -
- PlAip ) -PLA) Plait . - - PfAip )

=PLA? ) Plait . - PlAip )
le calcul est suffisant pour dire que AT

,
Az
,

- - -

, An sont indép .

Exemple 2.32 [vidéo sur Noodle]
lors de n tentatives indé. de proba .

de succès p c- toi]
Iv

IP ( il y a exactement k succès ) = (f) pk G-ptn
-k
,
%en

→ loi binomiale (voir chap. 3)

Chape Variables aléatoires discrètes
"

variable aléatoire
"

(v.a.) est une quantité associée au résultat
d'une expérience aléatoire

Exemples : • lancer 2 dés → la somme des résultats des 2 dés
• Suitea de Pile /Face → Nb. de pile avant d'obtenir Face pour

la 1e fois .



• Tirer un nombre w au hasard dans ]on[
→ le plus petit entrer 71W

Événement ± variable aléatoire

On peut construire des événements à partir de v.a.
exemple : {la somme des résultats des 2 dés Z 5} E fr

§3.1 V.a. discrètes

(r
,
F, IP ) espace probabilisée E ensemble quelconque

Déf . On appelle v.a. discrète toute fonction X: r→ E tq .

× (r ) : = { Xlwl : we r} est dénombrable
et tq . pour tout xexcr) . les ensembles

{ tuer :X(w ) =x} sont des événements de Tr .

Si E- IR , X v.a. réelle
Si E =Rn , × vecteur aléatoire de dimension n

Renan ue : FACE , {web : Xlw) E A} C- F
car {w en :X lui c- A }
= {wer : Xlw ) C- An X (r)}
= U {crier : Xlwtx} EF
KE Anxcr)
[ dénombrable



Exemples : 1) Fonction constante ce E fixé
Xlw ) = c pour tout tuer

2) Soit AEF
.

L'indicatrice de l'événement A

X = 1A : r→ IR est une v. a. discrète

Toute v.a. réelle y qui ne prend que les valeurs 0 et 1 est
nécessairement une fonction indicatrice

Y= 1ps où B= { wer : Ylw) = 1}
On l'appelle une v.a. de Bernoulli .

Notation : {× c- A} = XYA)= {wer : Xlw)C-A}
Î préimage ( image réciproque de A- par X

ce type d'événements sont appelés événements générés par X
{ x = x} = { × c- Ex}}
{ × >a} = { × c- Ja,à}

Si X et Y sont des v. a. réelles définies sur le même (RIP)
{×⇒} = {×-y= o}
PLXEA) = IP ({ XEA} )
IP (X =x) = Ip ({× =x} )

Prop (Admise , vraie pour des v. a. générales )
(1) Si X et Y sont des v. a - réelles définies sur (RFI P) ,
les fonctions suivantes sont des v. a. :

f-(x) : w t f-(Xlw)) où f- une fonction arbitraire
aXtb Y : w ↳ aXlw) + bylw) où a ,bER .



max (X, Y ) : w '→ max { Xcwl , Ycwl}
min ( X , y ) : w ↳ min { X (w) , ycw)}

(2) Si #near est une suite de v. a. à valeurs dans IRIRutx}
définies sur le même espace probabilisée (r , F, P) ,
sup Xn : w ↳ sup {Xnlw) , ne IN}
HEIN

Inf Xn : W t Inf { Xnlw) , n EIN}
HEIN

bin Xn : out fiçnz Xnlw) si la limite existe pour toutwesh
→x (par exemple si #nlw)) est monotone)
[ Xn : cut¥,Xnlw) si la somme est bien définie pour torturerne IN ( par exemple si Xnlwl 70 , ttn EIN )

Déf . Soit X : r→ E une v.a. discrète , on appelle loi de X
l'application µ× :P(E) → [ou] définie par

µ× (A) =P(XE A) , FACE
On appelle densité discrète de X l'application

px : E → [0,1]

px (x)=P(A-x) ({x}) AXEE

Là µ× décrit quelles valeurs prend X avec quelle probabilité .

Exemple Si X = 1A , Xcr) = {0,1}
Px (1) =P(X= 1) =P(A)
Px lo) =P (X=a) =pLAc) = 1 - P(A)
Px (x ) = o Vx# {0,1} .



Si px 4) = px lo ) = tz =P(A) , alors
× = 1A et 1-X= 1Ac ont la même loi
C-à-d . µ× =µ p -×

Mais X et X
'

ne sont jamais égales

Prop 37 (vidéo sur Noodle ]
p× est une densité discrète sur Xlr) et est nulle en dehors de Hr)
µ× est la probabilité sur ( X(r) ,Par))) associée à px

étendue à une probabilité sur CE, PCE)) par
Ux (A) =

"

Écarte)
"

=Enfin , FACE
Exemple 311 [vidéo sur Noodle]
Rappel : Un événement AEFde proba RAKI est appelé presque sûr
Déf : Deux va . X et X

'

définies sur le même espace (r , F. P)
et à valeurs dans le même ensemble E sont dites

presque sûrement égales à
P ( X = X ' ) =#we :XCw ) = X

'

Cw )} ) = 1
Autrement dit

, X et X
'

diffèrent sur un ensemble de proba nulle
P ( X # X ' ) = 0

Exercice 3.9 : Montrer que si X et X
'

sont presque surement égales
alors × et X

'

ont la même loi (et la même densité discrète)
UX =µ×' et px =P× '

[vidéo sur Noodle]

! X et X
'

ont même loi # X et X
'

sont presque sûrement égales



µ
.

Deux v.a. réelles définies sur les espaces probabilisée
différents peuvent avoir la même loê

Voir Exemple 3.8 du polycopié .

FIN SÉANCE 4

Exemple : Pile / Face
d d
0 1

v. a . X : M = {0,1} → {0,1 }
X (w ) = w

Dé à 6 faces A = " le résultat est pair
"

V. a
. Y= 1A i M'= { 1,2 , 3,4. 5,6} → {0,I}

0 si w = 1. , 3,5Y lw ) =L 1 si w = 2
,
4. 6

X et Y définies sur deux espaces d'états différents
Pourtant , X et Y ont la même loi -

px lol =p× AI = f
Py lol = IP(Y= o ) =P (AC) = Y = f- = Lz
Py 14 =PH= Il =P LA = ftp.t, = f
px = Py ,
Ux = µy = proba uniforme sur {0,1 }



§3.2 Indépendance des v. a .

§ 3. 2.1 Loi jointe et lois marginales
× : r→ E

y : r→ f-
v. a. discrètes

Le couple 2- = IX. Y) : M → ExF est une v. a. (discrète)
La loi de Z

,
notée µ×,y , est appelée loi jointe de Xety

(µ× ,y est une pnoba .
sur EX F)

Les lois ux etµy sont appelées loi marginales .

Si X et y sont des v. a. discrètes , IXM) l'est aussi
La densité discrète

px
, y
ix. y ) =P((X. y) = ix.y)) =P(X=x , Y= y )

s'appelle dansi¥ÈÉiËY }
= {⇐ se} n { a-y}

pxcxt=P (X-_ x) et py =P(y= y) sont densités marginales
Prop free px (x ) = [ Pay (x. y) -

"

YE F

tt YEF Pyly) = ¥Ep×, y ix. y)
ËËËENXCRI

Preuve : { y= y} , yeycr) est une partition dénombrable des

{X=x} = y¥{X=x, Y-- y } où l'union est disjointe
et dénombrable

.

pxlxt-PIX-x-T.PH-x.Y-- y ) (additivité de P)



= Eau,
M lxikcxiyl )

= [ Kayla , Y )
YEYER)

=È px
,"
(x. y ) car si yteycr) ,

{ lxih-cx.gl} c {y=y} =p
alors pay (x. 4) = 0 .

Conclusion : lois marginales sont déterminées par la loi jointe
mais pas réciproquement (voir l'exemple 314 )

Généralisation : Xi
,
. . .

,
Xn v. a. discrètes définies sur R

à valeurs dans Er
,
ii.

, En
(Xr
,
-
- i

, Xn ) : r→ Epx . . . × En est une v.a. discrète

La densité jointe %
,
. ..ynlxri.mn ) =P(Hari . - - , Xuan)

fric Ei pxilxi ) = j¥ Px
"

. .- interii. sen )
1 tien q

densité marginale
§ 3. 2.2 . Indépendance de v.a

.

Déf Soient Xp , - -

,
Xn des va . définies sur R, à valeurs dans

Er
,
. . .

.
En

,

Elles sont dites îndép. si pour tout choix
de sous-ensembles Ar CER

,
. . -

, AncEn , on a

P(Xr C- An , _ . -

,
Xn C- An ) = Ê

,

PIXIEAi ) ④



Remarque tt fin . . . . ira } CE 1.2 , - - -

, n }
on pose Aj = Ej jte { in . . - - sik}

( {Xj c- Aj } = R pour ces j )
IP (Xin C- Ai

. .
. .

-

, Xin C- Ain )
= IP (Xr C- A- y , . -

-

,
Xn C- An )

¥
Î
,

Plxi c-Ai) = ¥
,

PlXieeAie)

Si Xp
,
. . .

,
Xu sont indép , toute sous -famille Xiii -Nik le sont

aussi

Déf : soient (Xiie± des v.a. définies sur le même (r , FP)
où l'ensemble des indices I est arbitraire

.

Ces v.a. sont dites indép si pour tout sous -ensemble JCI
fini ( IJKx ) , les v. a. (Xjljey sont indép.

Proposition 3.17 [ Vidéo sur Noodle ]
Soient X :r→ E et Y : r → F des v.a. discrètes

× et Y sont îndép si et seulement si

Px
,y
(x , y ) = Px (x) Py (y) , FREE, YEF

Généralisation : X , :b→En
,
- - -

,
Xn :b→ En indép si et seulement si

%
,
. . .

, ×n'
ai - ' ' an ) = ¥

,
Pxilxi ) Heu , . - -sen)C- En X - - - ×En



Exemple 3.14 [vidéo sur Noodle]
n boules

, de 1 à n
,

dans une urne

1) On tire 2 boules avec remise .

Xp , Xz les numéros des boules tirées

%
,
xztkr.kz ) = ¥ ,

tt lui ,xr ) E { 1,2, e- - , n}
2

Paix ) = tpxzlx) = En tt 1Er En

Xp et Xz sont in dép comme pxnxdxi.at = Pxplxilpxdxz)
2) On tire 2 boules sans remise
XI
,
Xé les numéros des boules tirées Xi # Xé

tlxi
, xélxi , a) = n¥ V-lx.int -41,2 . . . - on}

'

tq . Kit Xr
.

Pxilxl = pxé ( x ) = In fr exen
Xi et Xé ne sont pas indép .

!
Conclusion : Xp EHXi

mais lx.ir) n'a pas la même loi
Xz Ï Xé que lxiixé )

Une famille de v. a. indép. divisée en sous -familles disjointes
reste des v. a . indép .

Pour simplifier les notations , on regarde seulement le cas
de 2 paquets :



Proposition 319 [vidéo sur Noodle] (Indép par paquets)
soient Xr

.
. _ .

.
Xn des v.a. (discrètes ) indép , et soient

E- { in . . _ .

. ie} et J= {jr . . . .

. jk} des parties non
vides et disjointes de f1,2 . . . . , n} .
Alors les na

.

XI : = (Xin , - - -

,
Xie) et Xz : = (Xjr . . . - , Xjr) sont indép .

Proposition 3.20 (Indép par transformation )
× : r→E

,
Y : r → F deux v. a . indép

f- : E- → H g : F→ K des fonctions (arbitraires)

Alors les v.a
. flx) et gly) sont aussi indép .

Preuve : tt AC H , B C K

(f-txt EA , g CHEB ) É# C-f-KAI , Ye g-143))
=p(XEFYAHPLYEGYB))

ÏHAIÏXEE : fixe A} parl'indép entre X et y
"

f-'
"

n'est pas la fonction inverse ! =pff4)EA) IP(g C- B)
Donc f41 et gly) sont indép .

Notation : XIV signifie que X et Y sont indép .

Corollaire : soient Xe
,
. . .

,
Xn

,
Xn* , . . - , Xn+m des v.a. réelles

indép, avec mm71 .
Alors

(X, + . . - t XDI (Xna t - t - t Xn+m )



Preuve : XI : = (Xr, . . .

, Xn )

XJ : = ( Xml , - ' '

,
Xntm )

Par l'indep par paquets , XIIXJ
f- kF1 , fk : Rk→ R fonction somme

fklxi, . _ . , Xk ) = sent . . . + XK

Alors Xp + . - - t Xn = fn (XI)
Knut . - - t Xn+m = fm (Xy)

par l'indép par transformation , fnht) Ifm (X-D

§ 3.3 Exemples de v. a. discrètes .

1) Loi uniforme discrète
X : r→ E

,
1 Et LA

.

"

est de loi
"

X est une v.a. uniforme (discrète ) dans E (notée Xvllnift))
si et seulement la loiµ× est la puba. uniforme surEUX(A) = ff4 t A CE
px (x) = ¥ AXEE

2) Loi de Bernoulli
X est une v.a. de Bernoulli si Xlr) = {0,13
X = 14=1} sa loi Mx déterminée par p=p×G)

c-Est]

Px 107=1 - p

XvBerny»
% (x ) = 0 six#{0,23 .



3) Loi binomiale
M 71

, p C- [0,23
.

× suit une loi binomiale de paramètre n et p (XvBincnp))
si Xcr ) = {0,1 . . . . . n} et

px tkt = ( E) pk G-pM-k-VKC-foiti.ir}
Prop (voir Exemple 2- 32 )
soient Xr

,
- - -

,
Xn des v. a. Bern Lp) indép , Alors .

Xp + . . . + ×ne suit la loi Binlnp )
-

compte le nb . de succès parmi n épreuves indép .
de

proba de succès p .

Bin tt
, p ) = Bern Lp)

Exercice 3.22 Soient XrBintrp) et Yu BinLmp) des va. indép
Montrer que XI-YNBinln-m.pl

Lemme : Si X : r→ E sont deux v. a. de même loi
,

y, n'→E
alors f fonction f : E-→ F ,
f-txt : r→ F et fly) : n'→ Font la même loi .

Solution de l'exercice 3.22 :

soient CXihei.cn+ m des va Bernlp) indép
ntmconsidérons

×
'

= Ê
,

Xi et t'=
Alors (x ', y

') a la même loi que ( × , y ) ( pourquoi ? )



Donc Xt Y a même loi que XHY
'

X
'

t y
'

= ÏË
,

Xi r Binlntmip)

4) Loi de Poisson

7 C- 30, • [

× suit une loi de poisson de paramètres ( XvPoila ))
si × est à valeurs dans 1N et

px tkt = e-? ¥7 KKZO

Une binomiale avec beaucoup de tentatives mais proba de
succès faible = Poisson

.

Prop Soit nlnz, une suite de réels dans 30,1 [
On suppose que pr ~ In quand n→ x où 7>0

Alors si Xnv Binln ,pr ) , on a pour tout KZO,

fizz PIXN = k ) =p(X-k) où Xnpoila ) .

= e-a ¥'
k !

Prop Xr Poi (a) , Yv Poilu )
Si XIY alors Xtynpoitxyu)

5) Loi géométrique
JE ]0,1 [
× suit la loi géométrique de paramètre p (XvGéomcp) )



si XCrt-INtetpxlkl-ph-plk-IV-kzt.tk
-1 échecssuccès

X représente l'instant dupremier succès lors de tentatives indép
de pwba de succès p .

Variant de la loi géométrique : Yv Géomdp)

Pylkt-ph.pk tfkzo

Prop Absence de mémoire
X - Géomlp ) Alors V-n.in ZO

PLX>ntmlx> n ) =P( X >m )

Exercice 3.26 Soit X une v.a. à valeurs dans N'
×
tel que

IPLX > ntmlxsnl =p ( X>m) V-n.mx

Montrer que Xrctéomlp) avec p =P#-)

FIN SÉANCE 5

Rappel : Xnpoicx ) de Jo , -15L X = IN

V-kzopxlkt-IPIK-kl-et.tk
Prop soient Xnpoilx) et Yrpuiqu )
si XHY alors Xtyvpoî Capu )

Preuve : Enzo { xt-Y-nb-pf.olx-k.tn - k}
union disjointe



PCXTY -- n ) = Ê.pl#k,Y--n-k ) additivité de P

n

= [ p(X=k)PH=n -k) XIY

÷Ëë¥è¥÷
.

= e-
"M # Ê.pe?in.maknn-k--e-ktul1n!latuM

Ainsi XTY - Poilant .
"

Binomiale avec beaucoup de tentative mais proba de succès faible
"

= poisson

Prop soit (Xnlnz , une suite de v.a. t.q.Xn~Bincn.ph )
où pnr Ip quand n→x ,

XEJO,x[

Alors f- kzo fimppfxork ) = e-"¥
msx k !

Preuve ( cas pn - In ) ( pppxprktosik > n )kzo fixé , nzk
Plxn . k ) = (f) pnklppnjtk

=Î¥h-Int
"

= 7k¥ mtn
- 1) ii. (n -km ) 1

n
" 4- Inp

(tkt
"



= t - H - In) . . - ( p - kf-1
-

nln-1) - - - ( n -htt )k étant fixé : fin = 1
n→ x pk

Eng h - Int= 1

¥çh -It
"

= et

Analyse : V-xc-R.fi#ylr+zY=figzenlnHEr' = et
Donc

fimplxn -- k) = I. e.¥ . e-
×
= e-"
I

mo k ! k !

Exercice traiter le cas général npn → a
n→y

-

Rappel Xv Géomlp) , p c- 30,1 [

X = µ*

V-kze.PH -- k) = pxlk) = le -ppt? p
J M a

l'instant du premier succès d'abord tes échecs ke tentative= succès

Exemple : Lancers successifs de clés là 6 faces )
X = numéro du lancer qui donne 3 pour la 1ère fois

alors Xv Géant f-1
Y = numéro du lancer qui donne 3 on 4 pour la 1ère fois

alors ynféeom (f) (voir l'Exercice 411 en TD )

Variation : Z ~ Géomdp) ⇒ tkzo BIEN = 4- pkp
(Zlr) = IN )



Absence de mémoire

V-n.mx ( X > ntm IX > n) =P (X>m)
Preuve pplx >mm px >n ) =P (X>ntm, Xsn ) = IPCX > ntm )

IP (X>n) PCX> n )
V-nzo.PH >n) = ÊPIXK)

= ÎPU-ptit A
= 4-ptn Ê.ph-pk = a-psn

( voir l'Exercice 4.4 en TD)

Donc PIX> nimp ×>a) =
H - Mmm
4- psn

= (r - p)
m

=P (X >m )
Exercice : Soit Y une v.a. à valeurs dans IN

*
tq

V-n.mx PCY> ntm I Y> n ) =P ( y > m )
Montrer que yv Géomlp) avec p =P(Y= 1)

Preuve La propriété d'absence de mémoire implique que
V-n.mx PC >ntm) =P( m ) Pl >m )
En prenant E-
Î

:

ypfy >
met=P n ) PH>e)

Alors ttnz
, ( >n) =P(y > 1) "=p"

et donc Yr Géomlp) .

Û Flyer) =P (y> n - 1) - PH> n )
car { En} = { Y>n-1} HY > n}



§ 3.4 Espérance , variance et moments
§3.41 Définition de l'espérance
L'espérance d'une v.a. discrète réelle est la moyenne pondérée des
valeurs xi , que peut prendre × , pondérées par les poids

p; = IP (X = ai )
Interprétation fréquentste :

on répète N» 1 fois une expérience aléatoire
Xp
,

- - -

, XN les valeurs de la
. va . X

Nx = nb . de fois où Xi vaut x c- R

fr Ht . . - + Xiv ) = ¥ÉcritNx =Expie ¥
= Ecurie PH--x)

Notation : XEIR xt = max {x. o} partie positive de x
0 Ex

-

= max f-x. o} partie négative de se

xt-à = x et xt + à = lxl

Définition de l'espérance
X v. a. discrète réelle

,
XCR) dénombrable

,

densité discrète p×
On dit que X admet une espérance si %, xpxlx

) est bien définie
C-à-d

.
si [ xtpxlx) c +x ou [ x-p× (x ) to

see× ne XLR)

Si X admet une espérance , on définit l'espérance de X
"

EIXËELXJ
"

:= [ xpxlxt-Epxpxlxc-I-x.to]XEXUU
! EN pas toujours définie à cause du problème

"

x -o
"



Remarque 1 : Si X ne prend qu'un nb. fini de valeurs , alors X admet
une espérance finie .

Remarque 2 : Toute v.a. positive X admet une espérance
E(X) c- [o, ta] qui peut éventuellement valoir ta

Remarque 3 : pour toute v.a. réelle × , on considère les v.a. positives
× + = max { ×

,
0} 70

X
-

= max {- X , o} 70
1×1 = Xt + X - 70

E-(Xt )
,
E (X ' ) et EUX 1) toujours bien définies

E-( Xt) = £, xp(
Xt -- x ) = [ xp(Xt= x)

xEIR

= [ x
+PIX= x) = § xipxlx)

de même E- (x
' ) = Jgaépxlx )

Et XD = [ bel pxlx)
• X admet une espérance ⇒ au moins l'une des deux espérances

EW) , E- (x') est finie
Alors EN = E- txt ) - E-txt)
car § xpxlx) = [ àpart - [àRdx)

• X admet une espérance finie⇒ E- (Xt) et Elx
') sont finies

⇒ EtxD#(Xt) +Et) et a
⇒ EnRdx) est absolument convergente

c-à-d . [Ixlpx (x ) cto .



Exemple 1 Soit X v. a. réelle presque sûrement constante
3- CER px cc) = 1 et px (x ) = o si x# c

El ( X) = cp× (c) = c

Exemple 2 Soit X v.a. de Bernoulli de paramètre p
IE(X) = 0 xp(X -- o) + 1 xp(X= 1) =p

En particulier. si X= 1A , AEF

1×41 =p (A) et Px lo )= 1- PLA)
E (X) =P(A)

Exemple 3 X = nb
.
obtenu en lançant un dé à 6 faces

px (x) = f- the E { 1,2 , - - -

,
6 } =XCr )

ElX )= 1¥ + zxtz + c- - t 6×16 = ¥
! E- (X) et X (r)

En général , E-(X ) n'est pas la valeur la plus probable deX
ni une valeur que l'on

s'attend à observer
.

§ 3. 4,2 Propriétés de l'espérance
Prop soit X une v. a. admettant une espérance .

On a IE( X ) I E E-(1×1) . En particulier,
Si E- ( IH ) exo , alors E- (x ) est finie

Preuve :

le = Izxpxlx) I E [ lxlpxlx ) = EH XD



Proposition 3.35 [vidéo sur Noodle]
Soit X une v. a. discrète à valeurs dans X (1)CE
soit g

: E→ IR une fonction
La v.a . g (x) admet une espérance

si et seulement si

¥ glr) Px Cae) est bien définie. Dans ce cas ,

E-( gtx) ) = Egypte) Px (x) e E-a
,
ta]

Formule de transfert

Remarque : Cette formule s'applique toujours à gant, glxt, 1g l

g (X) admet une espérance finie⇒ ¥ lgtxlpxlx) et 0

Proposition 3.36 .
Soit X : ll , F IP) →R v.a. discrète avec R dénombrable

Alors X admet une espérance si et seulement si la somme

£rXlw ) IP ({w}) est définie . Si c'est le cas , on a

E(X) =¥Xcw) IP ( tu } ) ( formule
alternative de l'espérance)

Preuve v. a. discrètes Y : r → R identité
w ta co

X : h→ IR ( vue comme une fonction)
W t Xlw)

XLY) (w ) = IX. Yllw ) - X (Kool ) = Xlw ) , tuer
⇒ E- ( Xml = EN



Or ELXHH = [ XLYIPYLY ) ( formule de transfert )
ytylr)
= XIYIPI LV-w.HN -- w )

Donc EN = §, Xlyllplly} ) à
Plus)

.

Prop ( Linéarité de l'espérance )
• Si ELX ) , Ely ) sont finies , V-a.beR , axtby admet une
espérance finie et Elaxtby ) = a EIX) +BEN) .

• Si X. y 70 , a. BERT , a Xtby admet une espérance
et E- ( AXTBY ) = a E- (X ) + BEN)

"

Preuve
"

: D'abord
,
si ce Rest une constante , Efcx) =#(X)

car EKHqfxajxpxH-cf.am Kid - CE
formule de transfert

Ensuite
,
il suffit de montrer que ELXTY) = Et + ELY)

On note × = {xj , j' en } . Ylr ) -_ { Yk
,
KEN}

ELXTY)
, çacxj type)P(A- xj et Y=Yk )formule de transfert

qyainim.EE/ExiPH--xietY--kD-Ejykpfx--xjety--yn)
§ xj Phtx;) + z

( )
b.
YKPIY- Yk ) = ELXKELY)



Prop ( Monotonie de l'espérance )
X : (r , FP) → R ,

Y :(R , F, B) →R v.a .

Si tuer
,
Xlw ) s Ylw ) . alors ECX) en Ely )

" Preuve
"

Y - Xzo v. a. positive
ELY - X) + Et ( x) = Ely) par linéarité

Comme E- H-XIZO
,
on a EU) EEH)

.

Application de monotonie :

si X bornée c- à-d. J-MC-to-q.tl/lwIKMpourtoutwc-r
alors IECXIIE EUXDE M .

En particulier, X admet une espérance finie
Applications de linéarité :
1) X - Bin Cnip )

X = Xp + . . - - t Xn où Xi ~ Bern Lp) Kien .

sont indépendantes
ELX) = E (Xd + c- - + E- (Xn ) = np ( sans utiliser l'indép )

2) An
,
. - -

,
An événements ( pas nécessairement îndép )

X = 1A
,
+ . . . + 1An = nb

. des Ai vérifiés
loi de X peut être très compliquée
EN= Et ftp.I-r-EH-an/--PlAri-.---lPfAn )
application au paradoxe des anniversaires

( Exemple 3.39 [vidéo en Noodle] )



3) une nouvelle preuve de la formule d'inclusion - exclusion
voir Exemple 3- 38 , page 37 du polycopié

+

Prop : Soit X : Lr
,
FP)→ R v. a. positive

Si ELX) = 0 , alors × est presque sûrement égale à 0
c-à -d. p (X= o ) = 1

Preuve : E- ( x) = ¥ xpxlx)
, Xcr) C Rt

Î

Une sommede termes positifs vaut 0
⇒ tous les termes sont nuls

Donc tt KEXCR)
,
x > 0 on a px (x ) = 0

IP (X > o ) = [ xp× la) = 0
XEXCR)
K> 0

Ainsi PIX=o ) =P (Xzo ) - P (X>a) = 1-0--1

Linéarité " infinie
"

Prop (Admise) Soit Hi) 1 une suite de v.a. positives définies sur
le même espace Cr , F IP ) .

Ê Xi est une v.a. bien définie ( qui peut valoir ta)
[ = 1

Alors ETÊXIK E.¥Ki )
( à voir en L3

, conséquence du théorème de convergence monotone )



§ 3. 4.3 Moments , variance et covariance

Définition ( Moments )
soit kzt

.

On dit que X admet un moment d'ordre k fini
si E-(NM) c ta.

Si c'est le cas
, E (Xk) est finie ,

et appelée moment d'ordre k de ×

Définition ( Variance et covariance )
X : Cr , F. IP ) → R , Y : Cr ,F B)→ R v. a

.

• si X admet un moment d'ordre 2 fini, on appelle variance deX
Var ( X ) : = EUX - E-HIT)= ELXY- E-(x)

?

70

La racine carrée Tx : =1¥ s'appelle l'écart type de X
Tx quantifie
" l'écart de X à son espérance ELX) "(
ou
"

la dispersion des valeurs de X autour de E- (X) " )
• Si X, Y et XY admettent une espérance finie , on appelle
covariance de X et Y
Carl X , Y ) : = E ((X-E-(x)) (Y-Ely))

= E-(XY) - E-H) EN
Remarque Var(X ) = cou ( x , x )

FIN SÉANCE 6



Rappel : X va ,
réelle discrète

Espérance E-(X) : = [ xp× (x ) si bien définie
( ne dépend que de )

sec-Xlr)
la loi de × = xtp× (x) -¥,npépxcx)

¥+01- toi

E-(X) C- Ex, tu] est un chiffre déterministe , n'est pas une v.a .

Formule de transfert g fonction à valeurs réelles
E- ( gtx ) = [ glr) pxlx)

XEXLR)

e. Monotonie de
l'espérance

Linéarité de l'espérance
• IE(X ) I E El I Xl )
Pour une v.a. positive X ,

EN = 0 ⇒ X est presque sûrement égale à 0
§3.43 Moments , variance et covariance
× admet un moment d'ordre kz1 fini si E- ) c +a
Dans ce cas

,
E(Xk ) E R s'appelle moment d'ordre k de X

Prop (1) Si X et Y sont v. a. admettant un moment d'ordre k fini .
alors × +y admet aussi un moment d'ordre k fini

(2) Si X admet un moment d'ordre k fini , alors X admet
un moment d'ordre j fini pour tout le jek .

Preuve tt tt x. y C- R i px+ y 1 E 2. max { là , Mel }

lxxy ME 2k max { lxlk.ly M } E 2k Ixpk +2k Iylk
⇒ tuer

, IXIWI + Ylw) M E 2kt Xcw) µ + 2k Iylw) 1k
notée 1×+41

"
e 2k 1×1 " + 2k IYM

Monotonie + Linéarité de l'espérance
⇒ Et ( txt Y M ) s 2k E- ( txt ) + 2k EINM) et-



1 si IXIE 1(a) A rejet , RER petite { paie si tel > 1
⇒ belle 1 + Ixlk pour tout x c- IR
× va

. IX lie 1+1 XM

⇒ E- ( Hills 1 t E- ( NM ) et-

Remarque Il est possible que E- (Xk
"

)⇒a mais Et ctx

exemple : × à valeurs dans IN
*

tn> 1
,
Pl X-p) = ptn ) = c. n

- tkt2)

où cest la constante telle que ¥?xlnl = 1

ELXM = ¥! punt = ¥# < +a

Elxktt ) = nk" pin) = En = ta

Définition X : (r , F. F)→ R , Y : , F, F) → R va
.

• Si X admet un moment d'ordre 2 fini ,
Variance de X : Var (x ) := E- (( X - E-(x) ) ') Z 0
Écart - type de X : Tx : = dvarlx ) 70

• Si X , y et XY admettent une espérance finie
covariance de X et y: corail := EUX -E A- EN))) ER

cou IX. X ) = Var (x)
Tx quantifie

" l'écart de X à son espérance ELX) "
ou
"

la dispersion des valeurs de X autour de E- (X) "



Lemme LH Var (X) = Etx2) - E-(X )
'

(2) cou (x, Y) = E(Xy) - E(X ) THX
preuve tt) On note µ = EN C- IR

( X -ut = x2- zµX tu

EUX-ut) = EIXY - zu ELA +µ' par linéarité

= E (x2) - 2µs+µ
'
= E-(X2) -µ

'

(2) On note µ× = Etx) et uy = EtY)
E((X-µ×) H-µy 1) = E (Xy-UXY-uyx tu×My )

= ELXYI -Ux EN -My E-(x) tttxtty
= ELXY ) -MxMy -MyMx +Mxµ y
= EIXYI -µ ×µy

Remarque Si X et y admettent un moment d'ordre 2 fini ,
alors XY admet une espérance finie , et ainsi Gvlx, y) est bien définie

tt x. y C- R lxy I E f là+ y
'

)

⇒ IXYI E EXE Eye
⇒ Eflxyl ) ç f Elx2 ) + EEHY to

Prop La covariance Carl . . . ) est une forme symétrique et bilinéaire
tt va .

X. Y, Z admettant un moment d'ordre 2 fini
tt a , b ER , on a cou (X, y) = Carly, X )

Gvlaxtby,ZI = acovlx, Z) t b Couty, Z)
De plus , si X on Y est presque sûrement constante,

on a cou ( X , y) = 0



Preuve . symétrique : par définition
• bilinéaire : Carla Xtby, Z ) = Eflaxtbytz ) - la THHTBEIY)) E-ft)

= a ELXZI + BELYZ ) - a ELXIELZ) - BELYIELZ )
= a IELXZI -EIXHHZH t BIEHZI -ELYIEIZ ))
= a cou (X ,# + b Carly, Z)

• Si X est presque sûrement égale à ce IR ,
alors ELX ) = c et X - Elx) est presque sûrement égale à 0
⇒ ( X-E-HD ( Y-END est presque sûrement égale à 0
⇒ EUX-ELXIIH-END = CouHill = 0

Prop soit × une v.a. admettant un moment d'ordre 2 fini ,
alors

111 Var (aXt b) = at Var ( X ) ,
V-a.be IR

(a) Var ( X) = 0 ⇒ X est presque sûrement constante
(3) Var (X) E E- ((X -c)2) pourtant ce IR , avec égalité
si et seulement si c= Et(X) ( Ex5.2 en TD )

(4) Si Xp . . .

, Xn Sont des v.a. admettant un moment d'ordre 2

fini , alors
Var ( Îiil = Ê

,

VarHit +Z au lxisxjl
Hi

,jen
itj

= Ê
,

Var Hit + 2 ftp.novlxisxjl
Preuve (1) Varlamb) = Covlaxtb , axt b) =p

à Gvlx, x ) = à Var(x)

proposition précédente



(2) X est pas . (presque sûrement) constante ⇒ varlxt-GKX.to
Réciproquement , si Vaulx) = EUX-E-(x) f) = 0 alors

positive
'

(X - EIN )
'

est pas. égale à 0
⇒ ×- E-(x) est pas . égale à 0
⇒ × est pas . égale à E-(X)

(3) ACER
,
oe varlxtvarlx- c) = EUX-cf) -#(X-c)Y

donc Varlxt = EUX-44 THX-4=0
⇒ c = EH )

Ht Varl Êxil = tout Èii . Èiil
= ÊÊ,

covlxiixjt ( bilinéarité,

=
- Coutu
Einen
"il

= E. Gvlxi, Xi ) + [ covlxiijl
" iij En Ki

,jeuE-j itj
= Ëvarlxilt ncoulxisxj )

*j
= Îzvarlxilt 2

, ncovlxiijl
car ncovlxiixjt = ncovlxiixjt

( symétrie )



§ 3.44 Espérance et Indépendance
Proposition 3.46 [ Vidéo sur Noodle]
soient X:b→ IR , y :r→R v.a. indép .

• Si Xet Y admettent toutes les deux une espérance finie , alors
XY admet une espérance finie et E-(XY) = EIXIEIY)

• Si Xzo et Yao, alors ELXY) - ECXIEIY) même sans
l'hypothèse que EIX) et Ely) soient finies .

Convention : 0×4-01=0
,
(+x ) x ( + x) -_ (to)

" Preuve
"

E-(Xy) = E-( glx, Y ) ) g :(x.yltxy
= Z glx.pk/,ylx,y) formule de transfertXEXCSL )

YEY
= [ xypxcxspyly) indép

REXEL)
YEYLR)

= (Ezxaîtx" ' ) (Employant
= EIXIEHI

Corollaire 1 Soient X. Yindép , admettant une espérance finie
Alors Gvlxilt ELXYI - THHEIYKO

• Covlx , YKO # XIY exemple : Ex 5.3 ENTD
Corollaire 2 Si Xr

,
-

ii. Xnsontindép , admettant un momentd'ordre 2 fini
alors var.in?Xi)- Ê, Varlxi ) car covlxiixjto

pour tous itj



§34.5 Espérance et variance des lois classiques (Existent)

Uniforme sur f1 . - - in} EIXKNÉI Varlxtnzt
Bernoulli Berny» E- (X ) =p Varlxtpttp)
Binomiale Binln.pl EIX ) = np Var = npttp)
Poisson Poila ) E- (X) -_ a Var ⇒

Géométrique Géomlpl EN -_ ¥ Varlxttp?
§3.5 Inégalités probabilistes ( vraies pour des v.a. réelles générales )
On a trois inégalités probabilistes à apprendre .

Théorème ( Inégalité de Markov )
X :(1F, F) → Rt v.a. positive
Alors KE >0 , PLXZE) s EL)

Application : PIXZCEHI ) s ¥É¥, = f- pour c > o

lorsque E- (x) ctx
Preuve Par hypothèse , tuer , XLWHO
* 1- { Xzç} ZE

- 1g × > ce} ( car sur {XZE}, XCWIZE )

X. 11×4 - X - IgE> ×> o} 70 - ILE> xzo} - 0
Donc

×> X. 1- {xzçzt X - 1- {xce} ? EILX"}
Ainsi ELXIZELEILXZE} )

monotonie %aa.EE#t-LXzez)--ElP(Xze)
Remarque X v.a. positive , HE>0 , PIX > E) E

E-¥



Théorème (Inégalité de Bienaymé -Tchebychev )
X : Lr

, F. B) → R v.a . admettant un moment d'ordre 2 fini
Alors HE» , Pll X - EIXHZ E) ⇐ Va!!
Application T: = d vaux, écart - type

IP ( IXÏHXH zcrx ) e "%¥? = ¥ , tte > 0

"

imité
dex

ECX )
"

Typiquement , X s'écarte de son espérance E-(X ) d'au plus une constante fois q
"

Preuve { px - ELXHZE } = { IX- Elxtfz à}
IP ( H- EIXIIZE ) =P ( H-Elxltz ET

ç EUX-E- (X) )
' )

=

Var

Markov EZ EZ

Théorème 3.52 ( Inégalité de Cauchy - Schwarz) [vidéo sur Noodle]
X , y v.a. réelles ayant un moment d'ordre 2 fini
Alors XY admet une espérance finie et

IEHHIEELXY E. E- HYE = dEHYEHY

Remarques (1) EUXYI ) E E- HYE E- HYE
(2) Lorsque Ely4>0 (e-à-d

. Y n'est pas pis. égaleà 0 ) ,
IEIXYIKEIXYEELYYE ⇒ 3- de R t.q.X-xyp.sn

IP ( X⇒Y ) = 1



(3) (X , YI I s E- (XY) est un produit scolaire
bilinéaire + symétrique + définie positive
Et(X2) = 0 ⇒ ×= 0 ps .

× t Elx2) E est une norme (admis )
• Méthode des moments
Pour étudier les propriétés d'une v.a. , calculer son espérance
et sa variance donne beaucoup d'informations .

Exemple l Exercice 5.9 en TD)
Une suite d'urnes

• as •
. . .

•

le une 2e urne 3e urne neutre n boules blanches
On tire successivement et indépendamment et 1 boule noire
une boule uniformément au hasard de chaque urne .

Question : combien de boules noires on a tiré

Xn =
"

nombre de boules noires tirées lors de n premiers tours
"

= ÎE
,

1-
Ah oui APÉ on tire la boule noire de la keurne

"

Par linéarité
, Et Xnl = ÊEH-ah = ÊP IAN = È

,

¥
les Ak indép ⇒ les 1-Ak indép
Var ( Xd ¥ È Vartan = È PLAN H- PLAN )

indép
= Ê La l1 - Lte )

± Ê
,
# = Elxnl



Série harmonique Être lnlntt )

Ê⇒¥ rlnln) lorsque n→x

Elxnlrlncn) et Varlin ) Elntnttt
Par Bienaymé - Tchebychev ,
Ptn -Efxnllztodencnz ) ) « Varlin )

100- lnlntr)
« hoo

Pourtant ntfixél, il y a au moins 997 de chances que

" "

XNETEIXN) - todlnlntz ) , Elxnltlodlnlnte) ]
Pour grand n , Efxn ) nlnn n→x :

lnn
lnn → +•

| [ I I lnn
° c > → 0

201Fr
lnn

FIN SÉANCE 7
§ 3.6 Fonction génératrice
Déf soit X une v.a à valeurs dans N, de densité discrète

La fonction génératrice de ( la loi de)X est

Gxlzl - Etg ) - Êozîtlxln)

définie
dans R au moins pour zc-E1.ES{ dans toits] pour tout zeto.to [

Convention : 00=1 Gxlo ) - Pxlol



+A

Cette définition G× Lz) = [ J
"

pxln ) s'étend au cas

z c- CI pour tout Izl < R
"°

TU

où R est le rayon de convergence de la série entière [ Pxlnlzn
n =0

Exemple X v Poi (x) ,
X > o

Px m ) = ¥,
et

c-xbt-E.si et =# "n! ) et = et
= et tt" pour tout zec

Théorème Deux va .

à valeurs dans IN ayant la même fonction
génératrice ont la même loi .

Preuve pin) , nzo sont les coefficients du développement de Taylor
de G-× en 0 .

px est déterminée par G-× grâce à l'unicité de la

décomposition en série entière .

Exemple ( bis )
Donc Gxlzl = e

"t- 1)

implique que XrPoilx ) .
Théorème X : (r

,
F
, P ) → IN v. a .

Sa fonction génératrice G-
×
est bien définie ( au moins ) sur Et ,D

et est infiniment dérivable (au moins ) sur J - 1. 1- [ .

De plus ,
la densité pxlk) = 1h! Gif

'
lol pour tout KEIN

où GM est la k- ème dérivée de 4-× .

( Donc la fonction génératrice caractérise la loi )



Preuve tfze [-1,1 ] , Iznpxln) le pxln )

| ⇐znpxln) le ⇐ lznpxln) le ¥1441 -1
Cette série entière possède un rayon de convergence RZI
Théorème de dérivation des séries entières implique

G-× est ET sur 3-RIRE
.

f- kF1 , -1cg 1

•

GIN = Enntn-H-r-ln-k-etzn-kp.tn)
= En cnn.fnzn-kp.int

En prenant f-0 , GIRO) =ftp.oopxlh-k?Pxlk)PropSiXetYsontdesua.indepa-valeurs dans 1N

Alors G-
*ylzt-GxlzlG.dz)

pour tout zzoetpourtoutzc-R-q.CI/lzletGylzlsoientfinies
Preuve G-*ylzt-EIZXHI-E-lzX.pl)

XIY ⇒ ZXIZY ( indé par transformation )
Donc 6×+13) = EIZXIEIZY ) = Gxlzttylzl

Application Xvpoilx) , Yr Poilu) 7.µ > 0
Si XIY

, Gxqlzt-Gxlzlfylzt-ei.lt" ent "
= etttullz - Il f- ZEIR (one )

î

fonction génératrice d'une v.a. de loi Pointu)



Comme la fonction génératrice caractérise la loi ,
× + y - Poi Catµ ) (sous l'hypothèse XIL Y)

Rappel GIN (g) = ÎÎmin -1) - - - ln - k+ 1) zn
-k
Px tn )

Hze ]-R ,RE ,
k

R 71
= ËÎ
.

n (n - 1) . . . (n -kt 1) zn
-k
px (m)

E- ( X (X-1) . . - ( X- k+ 1) ) = Ëon ln-1) . . . ( n-http× (n )
Prop 3.61 [ Vidéo sur Noodle ]

X : (M , F, P) → 1N va
.

• tt kF1 '

Gqg G¥ (z ) = ELXCX-1) - - - ( X-ktt )) E Tata] .
-

70

• × admet un moment d'ordre k fini
⇒ Gx est k fois dérivable à gauche en 1 , c'est-à-dire

G-¥ lEI : = ftp.mGKlzkto .

Exercice 61 en TD : fonctions génératrices des lois classiques
Bern Ip) , Bin Inp) , Géomlp ) , Port )

Exercice 6.2 en TD : Appliquer Prop 3.61 pour calculer les
moments de Géomlp) et Point .

EtXI = GILI )
ElXIX-H) = Ex

"

H)
Var (X ) = EtXY - E (X)

'

= EUH-H) + EN- E-(XP
= Ex

"

htt G-Itt ) - Gitta

( à faire dans la semaine suivant le partiel )



Chapitre# Variables aléatoires réelles générales
On veut tirer un nombre au hasard dans toit] ( non dénombrable)
Le nombre obtenu × à valeurs dans to,1) n'est plus
une v.a. discrète

.

§41 Définition et Propriétés
Déf On appelle v. a. réelle sur un espace probabilisée (AFP)
toute fonction X : r→ R top . pour tout intervalle ICR
l'ensemble {wer : Xlw) et} soit un événement de Tr
[ Xcr ) n'est plus supposé dénombrable . ]
Notation {X et} = Xd (I) = { w :X tw ) EI}

{ X et } = { vu : Xlw) et }
Lorsque X est une v. a. réelle , on peut parler de PLXEI)

Remarque 1 X va .
réelle f-teR

, { X et} E F (admise)
Idée : chaque intervalle I s'exprime à l'aide des demi-droite ] -x.t]
avec des passages au complémentaire , union et/ou intersection dénombrable
] t.tw [ = ]-x

,
t ]
'

] -x. t [ = ¥¥ 3-as] ] I
s c t

= ¥ ] -x , Sn ] où
Sn < Sntrat

, tt net

limlsn = t

[ s , t ] = [ s , +- [ n ] - x. t ]
"→a



Remarque 2 Déf : X : r→ R
"
est un vecteur aléatoire

⇒ Pour tout n- uplets d'intervalles Ir , - - - , In
{ X C- Is × . - - X In} c- Je

Remarque 3 Une v.a. discrète à valeurs dans R est une v.a. réelle

( l'inverse n'est pas vrai ! )
Si Xlr) C IR est dénombrable et Axe Xlr) {× = x} c- F ,
alors { × c- I} = U {X= x} C- Je

XEXA)AI
à union dénombrable

Remarque 4 Pour une v. a. réelle X , {× c- A} c- F est vraie pour une large
classe d'ensembles A CR , appelé ensemble borélien

Un intervalle est un ensemble borélienne

Déf ( Tribu borélienne)
BLR) = { ensembles boéliens dans IR }

: = la tribu engendrée par les intervalles de R
= la plus petite tribu contenant les intervalles de IR

Il existe une partie de IR qui n'est pas un ensemble borélienne !
BUR) ¥ PUR)

En conséquence, pour une fonction arbitraire g : R→R ,
G (X) n'est pas forcément une v. a . réelle.

!

Bonne nouvelle : pour toutes les fonctions g rencontrées dans
ce cours (et dans la vie courante) , g (x) reste une v.a. réelle .

On ne se posera pas ce genre de questions dans la suite .

( à traiter en théorie des mesures en L3)



Déf ( Loi d'une v. a. réelle)
On appelle la loi de X : UF, B)→ R la probabilité sur R

Mx : BUR) → [0,13
B '→ µ× (B) :=P(XC-B)

Rappel si × v. a. discrète , sa loiUx est caractérisée par
la densité discrète px :

Mx (B) = [ px ex ) = [ IP(X=x )
XEBNXCR) XEBMXLR)

! Mais ce n'est pas vrai en général :
Pour X va . réelle

.
sa loi Mx est caractériséepar

IP (Xe ] -x. t] ) , te IR ( Admis )
Idée : les boré liens de R sont

"

engendrés
"

par
les intervalles du type J-x. t] (à voir en B)

Déf l Indépendance )
soient Xr, - . _ , Xn des v.a. réelles définies sur tri Ftp)
Elles sont dites indépendantes si pour tous intervalles (de R )
Ip , c- - , In , on a

IP ( Xie Ir , - - -

,
Xne In ) = ¥

,

IP(Xi C- Ii )
Pour une famille arbitraire de v.a. réelles

,
elles sont dites tndép

si toute sous - famille finie est composée de v.a. indép .

Soit X : r→ Rt v. a . tn > 1 , on définit la v. a. discrète

Xn = 2-
" L2"X) où Lxj = partie entière de XEIR

• O E Xn EXE Xnt2-
n

, fr71
• Xn E Xnt 1 Car Lzxj 72kt , ttx 70

donc tuer , bint Xnlwt = Xlwl
n→ x



Déf ( Espérance )
1) si X est une v.a. réelle positive , on définit l'espérance de X comme

El X) : = final EtXn ) C- [0 , te]

où Xn = 2-
" L2"X) pour tout n 71 .

[ Admis : cette définition est cohérente avec celle quand X est discrète ]
2) Si X est une v.a. réelle générale, on dit que X admet une espérance
si au moins une des deux espérances E(Xt) et EUX

-) est finie .

Si c'est le cas , on définit
El X) : = E- ( XY - E (X) c- [- at x]

Par conséquent ,
X admet une espérance finie⇒ E-(Xt ) to et E- (Xtcto

⇒ Et[lXD = E (Xt) + EtKto
(par linéarité )

! EN =ftp.Xlwtpllwb) n'est plus vrai sauf r dénombrable
À remplacer par une intégrale E- (X ) = { Xlwt Pldw)
( à voir en L 3)

Propriétés (admis )
• Monotonie : Si XEY alors THXKTHY) pourvu que X et Y admettent

une espérance
• Si X admet une espérance , alors IELXHE E- ( txt )
• Linéarité : Flatby) = a EIX ) + BEN) si X , Y 70 , a. b 70

ou si × et Y admettent une espérance finie , a , beR
• Si XHY, E- (XY ) = E- (X ) EIY) si X et Y admettent une espérance

finie ou si × , Y 70



Covariance
,
variance

,
moments : même définition

Inégalité de Markov, Bienaymé- Tchebychev, Cauchy -Schwarz : idem

§4.2 Fonction de répartition

Déf X va . réelle
. On appelle fonction de répartition de X

la fonction Fx : R → Toit ]
t ↳ Fx tt ) :=P(X et ) =P(Xe]-t])

Exercice 4.11 [ vidéo sur Noodle]

= MXCJ -at] )

soient X. Y va .
réelles îndép , E- max { X.Y} v.a. réelle

On a Fzttl = Fxltt . Fytt ) , tt te IR

Théorème (Admis )
Deux v. a. réelles X et Y ayant la même fonction de répartition
Fx = Fy ont la même loi µx=µy .

Donc
, Fx = Fy ⇒µ#MY

Prop 4.13 [ Vidéo sur Noodle]
La fonction de répartition Fx a les propriétés suivantes :

1) Fx est croissante
2) Fx est continue à droite :

tt TER Fx tt) = Fxttt) : = him Fx (s)
Ss

= EEE Fx est
3) lim Fx LH = 0 "

ftp.o
" " Fx

↳ -x 1- - - - - -
÷

4) lim Fx LH = 1
"

Fxtxt -1
" !

↳tu /
> R

O



Remarque On verra dans Théorème 5.18 que toute fonction : R→ IR

qui vérifie ces propriétés est la fonction de répartition d'une v.a. réelle

Prop On note Fx là ) : = yliçg. Fxly) = ftp.mfxly) la limite à gauche
de Fx au point x c- R , qui existe grâce à la croissance de Fx .

Alors Axe IR
, P (X= x ) = Fx (x) - Fx (x' )

Fx est discontinue en x⇒ IP (X = x) > 0
Preuve si y < x , { × e ]y, x]}= { ×Ex} ) { XE y}

( XE]y ,xD =p(Xe x) - IPCXE y) = Fx (x) - Fxly )
{ X C- Jx- f- , se]} , n 71 est une suite décroissante d'événements

x! !¥, à
> R

n
??n-h.se] = Ex}

M { Xe ] x-t-n.se ] } = { X = x}
M 71

Par continuité de P
,

IP (X--x) = fiççt IPCXE Jx- en .se] )
= lniçz Fx LH - Fx (x -In )
= Fx txt - lniçztxlx - In )
= Fx (x) - f-× là )Exercice:

VaeR
,
IP(X >a) = t - Fiat , (Kal = Fait , PIXZa) = 1- Fxcà )

f- as b , IP( Xe]a , b] ) = Fx (b) - Fx (a)
,
PCXE fais]) = Fx (b) - Fx là)

IP ( XE Ja, ti ) = Fx (5) - Fx lat , PCXE[a, bi) = Fx(5) - Fx là)
FIN SÉANCE 8



Rappel : X va .

réelle

Fonction de répartition Fx : R → Est]
t ↳ Fx LH =P( X et )

Exemple de calcul de fonction de répartition :
Expérience aléatoire : choisir un nombre w

"

au hasard
"

dans toit]

M = [0,1 ]
Te = poto,13 ) = tribu engendrée par les intervalles [a.DC [o,1)
P = "

proba uniforme
"

= mesure de Lebesgue sur [0,13
(*) IP ([a, b] ) = b-a

,
tt crac be 1

Pest la seule probabilité définie sur patois) qui vérifie H)
Impossible d'étendre (en restant une proba .) cette définition de IP
à Ptah ) (¥ Btoits) )
On construit un carré de côté 2W et

on renvoie le maximum entre l'aire du carré et 1
.

Va .
réelle X : we to, 13 ↳ Xlw) = max (4W? 1) c- [1,4]

Si ta 1
, { XEt} =p ⇒ Fx CH =P(01=0

Si t > 4
,
{ X Et} ⇒ ⇒ Fx LH =P(rt1

si 1- Et e- 4
, { × et} = { quiet}

= { meFz}
= { w = Ert} car wetoi]

= [o, ff-3



txttt =P ( to, fr-3 ) = Ert

> +

1- - •

(
Z

K I

O 1 4

PLXC 1) = Fx tt l = 0
IP ( X =1) = Fx (1) - Fx tt) = E -O = f-

=

"
taille du saut de Fx à 1 "

Fx LH - Fx tt) =P(X= H
,
tt ER

Remarque 1 : Lorsque X est une v.a. discrète :

1- I Fx tt
c-

C

C

C

K l l ' ' ' > f
0

{ pts de discontinuité de Fx } = XLR)
la taille des sauts de Fx est donnée par la densité discrète A×

Remarque 2 : Si Fx est continue , alors tte IR , IP(X = t) =0
§4.3 Fonction génératrice des moments



Définition : X v. a. réelle
.

On appelle fonction génératrice des
moments de X la fonction

Mx : R → Rt Ultra}
M
×
AI = E ( et" ) bien définie

IV.a. positive
Remarque 1 : Si X : r→ N va

, M× AI = G-× (et )

où Gxlst= E- (s" ) est lafonction génératrice
Remarque 2 : En général , M× ne caractérise pas la loi

de v.a. réelle × !

Théorème 4,16 [ vidéo sur Noodle]
S'il existe a>otq. Mxttktx pour tout te ]-a.a[ , alors

1) X admet un moment d'ordre k fini pour tout kF1
et pour tout te ]-a. a [ ,

Mxttt = ËIELXM !!
2) M× est infiniment dérivable sur 3-a. a[
Lake dérivée de Mx

,

notée Mf1 , vérifie que
M¥Lt) = E- ( Xket× ) , tt te ]-a. a [

En particulier, Mµ (a) = E(Xk) , VKZ 1
"

Preuve
"

: 1) Mxttt = E-( et× ) = EtË.tk!)
÷ ËEHEKËIEHM%,
àjustifier



1) ⇒ 2) i. parle théorème de dérivation des séries entières
Comparaison :
Fonction génératrice X:r→N Fonction génitrice des moments X.star

Gxlzt - ECE) Mxt)=E(et" )

GMttt-Efxlx-H-ilx-k-H.tl M¥10) - ELXM

GXLZKË.ph/--HzkMxtH--tEIElxMthz!-!GxNlo)--lP/X=k) à condition que Mxsoit )finiesurunvoisinagedeo
Guy # =Gx # Gylz ) M¥41

- Mxttttlytt)
si XHY sixuy

pour ZZOOUZERTQ.| Gxtztetey # finies )
Chapitrer Variables aléatoires à densité

§ 5.1 V. a. réelles à densité ( absolument continues )

Définition : Une v. a. réelle Xestditeabs- continue onà densité s'il
existe une fonction positive fj.R-to.to ,

Riemann intégrable dansk , telle quetter ,
Fxtt - PLXEH - ftyfxlxdx

(intégrale de Riemann généralisée)
Unetettefonchmfxestappdée densité DEX



Remarque 1 : ftp.Fxttl =P(X#a) = 1 ⇒IIfxlxsdx = 1
Remarque 2 : Toute fonction positive f- : Rt Toto[ Riemann - intégrable
sur R et tq fÎ fax)dx⇒ est la densité d'une v.a

.

abs
. continue

.

( puisque FH)
= [jflxldx possède les propriétés d'une

fonction de répartition
)

Remarque 3 La densité d'une v. a
.

abs
. continue n'est pas unique

si f-× est une densité de X , pour toute fonction g obtenue
à partirde f-× en modifiant sa valeur sur un ensemble fini
de pts , f! gtxdx = fjfxcxldx ,

donc g est aussi une densité de X .

En pratique, on dira
" la

" densité de X, tout en gardant
en tête qu'on peut changer sur quelques pts .

Proposition Si X est une v. a
.

abs
.
continue

, Fx est continue et
FxER

,
IP(X= x) =0

.

Pour tous a e- b ,
IP (Xe [a.bz) =P(X c- [a.br) =P(Xe]a.b)=P(XEsa, bE)
= Fxlb) - Féal =fab fxlxldx

Preuve : x t f] f-×#dt est continue
car f-× bornée sur un intervalle compact , binfÎÊxE)dt = 0E-sot



f- as b , IP(X c- Jai bz) = Fx (b) - Fx (a)
= f!

fxtttdt-fjfxlttdt-fabfxtttdt-PLXEJa.be/--lP(XELa.bJ)--lP(
XEJa.BE/--P(XEIa,bE)

car ffxER ,
IP(X= x) = Fx (x) - Fx (x- t = 0 .

Remarque 1 : Si f-× (x) = 0 pour tout XEI intervalle ,
alors (XEI ) = 0

Remarquer ! f-× (a) # Ip(× =x) c toujours nulle

Proposition si Fx est continue et etpar morceaux sur IR
( la restriction de Fx à tout intervalle [a,b] compact est et par morceaux .),
alors × est abs . continue

,

de densité f-
×
(x) = FI(x )

( f-× définie arbitrairement aux pts où Fx n'est pas dérivable ) .

Preuve : fac b , Fx est continue et et par morceaux

⇒ Fx (b) - Fx (a) = fab FÉ(x) dx
Comme aliyah, (a) = 0, on trouve Fxlb) =L! txcxldx

Remarque Par le thon de différentiation de Lebesgue ,
X a une densité f-× ⇒ Fx est abs. continue

HE>0,78>otq . pour toute suite finie ( [an , bn] , ne N )
d'intervalles d'intérieurs disjoints ,

Ençwlbn - an ) s s ⇒ ¥4Fxlbn ) - Fx Lan ) I < E



Exemple ( Loi uniforme continue sur toits )

{
= [0,1] F- B toit])

P probabilité t.q.V-oeac.be 1 , Pta.bz) = b-a
Une telle pvoba existe (à voir en Lz) .
Elle est la mesure de Lebesgue sur Tat
X : Wer t Xlwtw identité

Fxtt ) = 0 si tco

PIXELat) ) =P(Tat] ) = t site [0,13{
1 sit> 1 NEW

FILTH 0 si tu
11site] 0,1f{
o sit> 1

, > t

µ
densité
→ 0 1

Fxttt-fty1-oi.zlxtdx-fjt-zon.HN dx
On dit que X est une v.a. uniforme sur l'as] X- Uloit)
" choisir un réel au hasard dans toit]

"

Exemple 5.4 transformation linéaire de X (à densité générale)
[ Vidéo sur Noodle ]

Exemple 5.6 Y= X2
,
X- Klose ) est abs

.
continue

[ Vidéo sur Noodle ] trouver sa densité

Si on pose 2- = X. 1- {xçrzze [0,11 où X- Klose )



PCIOKO si tu

p(Xtgxççsso )=P(*OKPIX >Et si # o

E-Æ¥y*⇒⇒ÏÊËÏÂÊÊ sina.es
=ff1dxtfË1dx=ttÊ

Ptn) - 1 site

Fz pas continue
atzttl
1-

Pttottz
1-

a.
Donc 2- n'est pas abs. continue

2

Z-lrt-o.ES non dénombrable à { à > t

2- n'est pas non plus une v.a. discrète .

FAUX : une v.a. réelle est soit discrète , soit abs . continue .

v.a. réelle générale m' discrète , niabs .

continue

v.a. discrète
v.a. abswntinue

( à densité )

FIN SEANCE 9



Rappel : v. a. réelle X abs
. continue ou à densité

7- f-× : R→ To, ta [ Riemann intégrable sur R

Fx LH =P(X Et ) = [ fxlxtdx
• L'espérance de v.a. à densité
Théorème ( Formule de transfert , cas positif )
X v. a. de densité f-×

g : R→ Està fonction positive et continue par morceaux

g(x ) v.a. positive dont l'espérance , bien définie dans Toto],
est donnée par

+.

Elg(x)) =/ glr) fxlxldx
-

x

Idée de preuve quand × est positive :
Rappel : E (X) := bint Elxn ) C- Tata ]

n→x

où Xn = 2-n 12
"
X) , nz 1 suite de v.a. discrètes

qui converge vers X en croissant .
V-kc-IN.PLXn = Ink) =P( L2 "xtk)

=p ( Xe [K2
"

,
1kt1)2-t'[)

= fief!!
"

fxlxldx
Elglxn )) = [ glkz-ntplxn-kz.nl

KEN

= En fÊ!
"

glkz
") fxlx) dx somme de Riemann

⇒ f.
"

glxtfxlxdx-f.joglxlfxcxldx car X 70
f-× = 0 sur R

-



Exemple : Fonction génératrice des moments
Mxttt = Et (et×) = fÏet" fxlxldx

Si g : R→ R de signe quelconque , on applique cette formule de
transfert aux gt , g- et Igl , et on obtient :

Proposition ( Formule de transfert, cas intégrable )
Soit g : R→ IR fonction continue par morceaux
× va .

de densité f-×
La v.a

. glx) admet une espérance finie si et seulement si
Igcx ) Ifxlx) est intégrable sur R

El 19hAM < +x ⇒ fÏ 191Mt fxlxldxctx
Dans ce cas

, Etg = LÜ glntfxlxtdx
Exemple 5.11 Une v. a. réelle X de Cauchy n'admet pas d'espérance

× de Cauchy si elle a pour densité
f-µ = ¥ Îxz

EtXY = f.% xtfxlxldx-fjfefxlxldx-foff.fm,
de = +x

car Ça;Ça et V-mso.SIfedx = +x
De même

Eli ) = [jeàf-× (x) du = f! ?" de = +0
Donc E-(X) n'existe pas , même si f.Mm xf-× (x) dx = 0 , tt M >0

!
car f-× (x) = f-d-x)



Corollaire :X admet un moment d'ordre k fini
⇒ EUX = fjlxlkfxlxldxctx
dans ce cas

, Efxk) = ftjxkfxlxldx
Comparaison : cas abs. continue Cas discret

ELX) = f xfxlxldx E(X) = [ xpxlx)
XEXLR)

Elglxttf glxtfxlxldx EIGHD
*rplxtpxlx)

La
"

réciproque
"

de la formule de transfert : utile pour calculer la densité
X abs

. continue et admet pour densité f-×
⇒ Ah :R→R continue par mureaux et bornée . ( Remarque 5.14)

Elhlxltfjhcxtfxlxldx {vidéotçurmoodte}⇒ Ah :R→R continue et bornée
, Remarque 5.15

E- 1h = f hlxtfxcxdx
Application : Exemple 516 (déjà étudié dans Exemple 5.6 )
X - Klose ) , 4- X2

the Cb ELHHIKELHXY)
"

fonction test
"

= fÎh(x2) Izmir) da
= fihlxldxy fihlyzrydy
= [jhlyzrytzo,#Yldy



Par la remarque , on obtient que Y est abs. continue et
admet

pour densité fry 1- goutte) .

§5.2 Exemples importants de v. a. à densité

1) Loi uniforme continue
a
,
b ER acb

V.a. réelle abs. continue X est dite uniforme sur ]a.b[ (ou [a.b] )
et on écrira X - Ula.b)

,
si elle admet pour densité

f-× tel = La t-za.bz là
f-× constante sur ]a ,b[

-→

"

X est un réel choisi uniformément
nulle en dehors au hasard dans l'intervalle ] a.b[

"

Fxttk SI fxlxldx =¥!! !! g.
×

continue

PIXEIa. bh = 1 ps. X est bornée IXIE max ( tah Ib I )
X admet des moments finis de tout ordre
EHK La Sabxdx = ÇI, =

a

E-KM= La fabàdx = ÇàIa, = àazbtb
Var (X) = (b-a) 2

12

Déf Soit t.IR→R fonction croissante , continueà droite et tq .

ftp.jttxt-0 et ÉTÉ"ÊtreR
,
OE FINE 1)



On définit le pseudo - inverse (ou pseudo - réciproque) de F
4 : 30,1T → R

q (x) : = inf {yER : Fly) Zx}

Remarques
1) Si F est bijective de F-

1- toit E)÷ {XEIR: Fx) C- JOIE}
dans 70,1 [ , on a q = F-1 ( la fonction réciproque de F)

2) y est continue à gauche et croissante sur Iui [

Théorème 518 [ vidéo sur Noodle]
Soit Xr Utah , alors Y : = q (X) est une v. a. réelle dont
la fonction de répartition Fy est F.

Très utile en simulation informatique , ce théorème permet de construire
une v.a. de fonction de répartition donnée , à partir d'une va .

n U (0,1 ) .

Exemples Restreindre d'abord le graphe de F
à l'intervalle I = F-1- f30,1 [ )

" Fae) symétrie QUI
a r

1 .
.

par rapport 1- . . . . . . . . . . . _.
à y=xà ÏË

"

:
:

>

÷ . . -

÷
.

÷
.

"
:
"

% -

- 7 x
o

' ' '

y

7 a0 tyz À % % -

les sauts de F > plateaux pour y



Inversement :

2) AFIN alcool
1- - - - - - - - - - - - - - -

-

,
1- - - - - - - - - - - - - - -

;

i. symétrie .

/ Z
- - - - - - - D

!
-

par rapport -3 :
1- . - - - - .

.

'

i i
Z : ày=x 1- . . _ . - - a. :"

;
"
; ; > s : i

! > x
'

2x
° % % I o

'

y i.

les plateaux de F > sauts pour Q
3)

nfcx ) allait
1 - - - - - - - - - - - - . - - - - - - - - - 2 - - - - - - - - - - - - - - - -,

|
1- - - - - -

,

i

:

"
"
: ÷

'

: i
i

'

' ' i > x 0 ↳
'

% ! >x
-1 0 1 2

F-1130,1 -4--3-1 ,z[
-1-

nfcx ) ncllx ) .

4) '

1- - - - - - - - - - - - - - - - -- !
|

:

z i

° ftp..eu?IR
°

sx

( V-xc-R.FM > 0) ( trek
,

C1 )

ftp.illxk-xetfiz.qlxl#xsont- possibles



2) Loi exponentielle
X est dite exponentielle de paramètre 7>0 , Xv Ela)
⇒ × a densité f-

×
(x ) = hé" 1- zoné ④

Si tu , Fxtt) = 0

Si tzotxttt-fytfxlxldx-f.tl/e-mdx-- [- é"] ! =p - e- At
ETXK fixae-mdr = f-xe-xxjf-f.ae-xxdx intégration

par partie
= ott-fe.ms?-- ¥

E- (X2) = fÎxxé"dx = [-n'é" + ¥[xxé"dx

Vaut = ¥
= OTEE = 2¥

Absence de mémoire comme la loi géométrique
Prop si Xr Elx) , alors tfstzo

IP ( X > set I X> s ) =P ( X>t )
Preuve : IP ( X> s ) = e- as

P (X> sttp × >s ) = PCX>stt)
PCX»)

=
e-
+(Stt )

e-
as

= e-
at =P (X >t)

Exercice 5.20 : X - Ela)
, Y ~ Elu ) , 7.µ > 0

Suppose que XIX .

Soit E- min { X. Y}
f- teR

,
PIZ > t ) =p (X> t et y > t)

=p (X>HP (y>tt par àndép
= e-xt e

-ut

= e-
la-1Mf

Donc Zr Ela-µ )



3) Loi normale ( gaussienne)
Z est dite normale ( ou gaussienne) standard ( ou centrée réduite )
si Z a pour densité fzlx ) = 1¥ e-Ê ,

XER

on écrira 2- ~ Mo ,1)

Intégrale de Gauss fÎe-àdx = F- ⇒ [ e-Êdx = En
utilise une intégrale double qu'on exprime en coordonnées cartésiennes,)( puis en coordonnées polaires .
Fonction de répartition notée

Et tt = Fzttt = ¥ EÉÎ
"
dx n'admet pas d'écriture plus simple

Et=¥ y e-
Ê
,

dx = 0

fonction intégrable sur R et impaire
Vaut = Eté)= ¥

, [Joie
- Êdx

= Ê ( Exe-Ê + [e-Êdx ) = 1
MEIR ,

TZO donnés

On définit X := RZ+µ ( E LA =µ et Var (x) = r
' )

Sir> 0
,
on vérifie ( exemple 5.4) que X a pour densité
fx (x ) = 1

ça e-
Kâ"

Une v.a. de cette densité est appelée normale (ou gaussienne) d'espérance
(ou de moyenne) µ ER et de variance si
on écrira X - N(µ ,

M)



Par convention X=µ si F0 .

Si r>0 , XvN (µ .rs) ⇒ 1¥ ENloi)
Prop 5.21 ( exercice) Une transformation affine d'une v. a. normale reste

une v.a. normale
.
Plus précisément ,

V-a.be R Xr N(µ , M) ⇒ ax-tb~NW.FM
où Û=aµ+b et T'= àr

Fonction génératrice des moments :

Prop Si Z -Nuit ) , Mzltt = e.¥ ,
TEIR

Si X~Ncmr4.MX A) = eut+Et , teR
Preuve Mzttt-f.IE#e-Edx=Efjetr-Ex2dx

= ¥+1?et- EH- trop,
= e.
¥ ¥,

e-Eu
- tidx = et
-

=1

Mxttt = E- ( et× ) = #( etKEN) = eut#feta)
= ent. Mz (fr) = eut

+Et

Corollaire Pour Zr NAH
,
ttkzo ECZZK") = O

E ( z
" ) = Czk) !

zk . k !

Preuve :

¥ tu?! ! =E- Mzttt = ¥
.

EIZM¥7
Donc Eté" ) = o et Elzzk ) = Ç?



Prop 5.22 ( voir l'exemple 5.32 dans la section suivante)
" La somme de deux v.a. normales indép est normale

"

si Xr N (µ ,
ri) , Y-Nqua , ré) et XIY ,

alors Xty - N (µ ,+µ ,
titré)

En utilisant l'indép par paquets et un argument de récurrence , on a
corollaire Soient Xe

,
- - -

, Xn
des v. a. normales indép

Toute combinaison linéaire X := as Xzt . - - + UnXntb
Avec an

,
- - -

, an , b ER , est une v.a. normale .

Fi N SÉANCE 10
§ 5.3 Vecteurs aléatoires à densité

Cas vecteur aléatoire (X, Y) C- R2 à étudier en détail
Cas (Xr , - -

-

, Xn) C- Rn reste analogue
Déf Un vecteur aléatoire (x, y) à valeurs dans R2 est dit

absolument continu ou à densité s'il existe f-×,y
: R2→ Esté

intégrable sur R2 t.q.FI, J intervalles de IR

Pll X , Y) E IXJ) =P (XEI , YEJ) = §
,
fx
,ylxiytdxdy

f-
×,y appelée densité du vecteur aléatoire ( X, Y) .

Remarque 1 En prenant E-F- R , on a

Sra f× ,y la. Y) dxdy = 1
Remarque 2 Réciproquement, toute fonction f-: 1RE Toi té intégrable

sur R2 et d'intégrale 1 est la densité d'un vecteur aléatoire
dans R2 ( admis )



Remarque3 ÏDensilé de IX. Y) n'est pas déterminée de façon unique .

Si g : R
'

→ Toi té coïncide avec f-×,y
en dehors d'un ensemble

de mesure 2- dimensionnelle nulle ( voir le cours d'intégrale de

Lebesgue) , g est aussi une densité de IX.Y)
Remarque 4 H cc R' boirelien

IP(NM) E C) = fcfx.ylx.gl dxdy ( intégrale au sens de Lebesgue)
= fpifx.ylxipt-dx.us) dxdy

La densité d'un vecteur aléatoire abs . continu caractérise sa loi .

( Admis )

Exemple ( vecteur aléatoire uniforme continu )
C C R
' borélien

,
on note mes (C) = f

*,
1dm 9) dxdy

Suppose 0C mes cc) < +x.
Î
mesure de Lebesgue de C

( X
,
Y) r U (C) loi uniforme continue sur C

si LXN) est abs .
continu de densité 1

mescc )
1ebay)

HN) uniforme sur C représente un point uniformément choisi au
hasard dans C .

Rappel Fubini - Tonnette
soit g : RE Rt une fonction (mesurable ) positive
tt I , J intervalles de IR

SI glas) dxdy = f+1§ 91x. y) dy ) dx
= § ±

91mg)dx) dy



Prop ( Densités jointes et marginales )
si ( X, Y) est un vecteur aléatoire de densité f-×,y
ses composantes X et y sont des v. a . abs. continues

,
de densité

+y

f-
×
tel = Ê}×,ylxipdy fylyt-ffx.ylx.gl de

f-×,y densité jointe de ×, y
a

f-× et fy densités marginales
Preuve f-ICR intervalle

IP (X EI) = IP ( Xe ± , YE R ) = IP((X, Y) C- IXR )
= SIxpfx.ylnytdxdy-fzlfpfx.ylx.gldy) dx par Fubini

- Tonnette

-

analogue pour y
= fxlx)

Une autre application
'

Fubini - Tonnelle : calculer la densité de Xty
Proposition 5.28 [ Vidéo sur Noodle ]

Soit IX. y) un vecteur aléatoire de densité f-×, y
Alors X-p y est une v. a . abs . continue de densité

fx+y LZI = fÏ×, y lxie-x) de = fÏf-×, (Z-y, y) dy
à condition que xi-fx.ylx.tt -x ) soient intégrables sur R

Y A txy te-y, 9)
Proposition 5.29 ( Indépendance et densité )
1) Soit IX. Y) un vecteur aléatoire abs. continu ,



Si fx
,ylxiy) = fxlxtfyly) pour tout lxiy) C-RMC

où c est un ensemble de mesure 2-dimensionnelle nulle (c peut être vide)
alors X et y sont indép .

2) Réciproquement , si × , y sont indép et abs. continues dedensité fx ,f-y
alors le vecteur ( X

,
Y) est abs. continue et de densité jointe

fx
,y
IX.y) = f-× (x) fy (y )

Preuve 1) AI
, JCR intervalles

IP( X EI , YEJ) = f fx.ylx.gl dxdy
= § fxlxlfylbldxdy par hypothèse
= (§ fxlxldx) . ( fgfylyldy) par Fubini-TonneUi
= IP(XEI) IP(Y EJ)

Donc XIY
2) VI , J CR intervalles

IP ( IX. Y) EIXJ ) =P ( X EI , YEJ)
= IP(XEI) PCYEJ) par indép
= {fxlxldx . § f-y b)dy

= £ fxlxtfy dxdy par Fubini-Tonnette
-

une densité de IX. y )

Remarque1 En pratique , pour montrer XIY , il suffit que fx, y se
factorise sous la forme fyylx.yt-xlxt.pl9)



où a : R→ Rt et f : R→ Rt sont des fonctions (mesurables )
Nécessairement

,
Jae Lo, +x ) t.q.la (x) est

- la densité de X
Et plus) est la densité de Y

[Voir Remarque 3.18 du poly en cas discret ]
Remarque ? Un vecteur aléatoire ⇒ ses composantes sont des v. a .

est abs . continu ⇐ abs . continues
.

vraie si les composantes sont indép
.

"

⇐
"

est fausse en général
Par exemple : soit × une v.a . abs. continue

IP ( ( X , x) e A) = 1 où A- = { ix. g)c- IRZ : A-y} la diagonale
Or fppt-alx.yldxdy-fplfpfn.my) dx) dy par Fubini - Tonnelle

.

= fr (fr1qyylxtdx) dy =Sp 0dg = 0
A est de mesure 2-dimensionnelle nulle

.

(X, X) n'est pas un vecteur aléatoire abs . continu

sinon
, en modifiant arbitrairement les valeurs de la densité f-×,×

sur A , on obtient facilement une contradiction avec
1- =P (IX. X ) EA ) = fa f-×,× (x, y) dsedy

En combinant Prop 5.28 et 5.29 , on a
corollaire si ×, y sont des v.a. indép , de densité fx et fy

alors × +y est abs . continue de densité

f-*y HI
= f-
×
* fy Ht : = LIf-× (x) fytz-x) dx

= f-
y
* f-× te )

: = SI f-× t-y) fyly) dy



La fonction f-× * f-y = fy * f-× appelée produit de convolution de fxetfy
Application : Exemple 5.32 [vidéo sur Moodle]

Si Xr Nlo ,1) et Yr NLO, 1) avec XIY
alors Xt Y ~NCO, 2)
( voir Proposition 5.22 pour le résultat plus général)

• Formule de transfert pour calculer les espérances :
Prop 5.33 ( version intégrable , admise)

soit (x, y) un vecteur aléatoire abs . continu de densité fx,y
soit g : RER une fonction continue sur RMC
où c est de mesure 2-dimensionnelle nulle .

Alors g H , Y) admet une espérance finie
⇒ fonction x. y)If×,ylx ,y) est intégrable sur R2

Dans ce cas , E- (glx,y)) = Spy 91mg) fx
,y
ix. 9) dxdy

Remarque : version positive
g : R2→ Rt on a toujours E(9N,y)) = Spy9 la, 9) fx,y la, y) dxdy .

Remarque 5.34 (Admise )
(X , Y) abs continu de densité f-×,y
⇒ f- h : RER fonction bornée (ou positive ) et continue sauf auplus
sur un ensemble de mesure 2-dim nulle , on a

El hlx, Y)) = fpzhlx.ytfx.ylx.gldxdy .

Application : Exemple 5.35 [ vidéo sur Noodle ]
La méthode de Box-Müller pour simuler une loi normale , où la
méthode d'inversion ne s'applique pas .



Ur
, Uzindép , de loin UNI )

On pose R = d-zlntte RHHO
④ = 2MHz

et A- Roos
, Y= Rsin ④

En calculant Elhlx, y) ) avec heebltR.IR/onhEl(lR?lR)),
montrer que X -Nuit) et XHY

Y - Nuit)
Rappel : Formule de changement de variable
U, VCIRZ ouverts

q : V→ U et - difféomorphisme
• y bijective
• dérivées partielles de y continues sur V
• matrice jacobienne de 4=141,42 )

Jylstt - Ê§!{¥)
est inversible #!#Jytstto)

tg :U→R intégrable
↳ lxiyldxdy = { glqalsttilds.tt/detJqlsttIdsdt

Coordonnées polaires en dimension 2
«poux

qcr, f) = (rasoirsino )

ocfczuldet-Jqlr.at/--rfragtxiYldxdy--fzo
, [""+[

gtrcosoirsinftrdrdo
Cas n-dimensionnel (Xr , - . .

. Xn ) c- Rn abs
.

contenu

voir les résultats analogues dans le poly , pages 69-70
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Chapitre VI Loi des grands nombres et Convergence en probabilité
§ 6.1 Loi des grands nombres
Soit l Xiliz a une suite de variables aléatoires réelles
On définit pour nz 1 la variable aléatoire réelle

Xn = tn ÊXI moyenne empirique des n premières Xi

Théorème 6.1 ( Loi des grands nombres )
Soit lxilize une suite de v. a. réelles indép et identiquement
distribuées ii. i. d.) , qui admettent une espérance finie.
On note µ = EtXi ) .

Alors tt E > 0
,

bin Pll Intel > E)= fiz.pl t Êfni -µ la E) = On→ a

Remarque 1 ( Xi ) iza sont de même loi

Et In ) = EnÊ
,

E-Hit =µ

Remarquer Loi des grands nombres (LGN) rend rigoureuse
l'idée de l'approche fréquentait des probabilités
Xa

.

. .
-

, XN les valeurs de X = 1A pendant N répétitions
indép de l'expérience .

Ë
,

Xi = NA = nb - de fois qu'on a observé A

*
-

t - N
= Navy xp(A)=EHa) quand N»1 .

Remarque 3 La condition d'espérance finie est cruciale



le contre-exemple : Hi iza iid de loi deCauchy
(densité f- (x) = l

Xi n'admet pas d'espérance
(Admis ) In = En Êaxi suit aussi la loi de Cauchy !
¥MER

,
E > 0

g) = 1 - P( I In -µK E )Pll In -µ >
= 1- JME dx

µ- ce TtIt x2 )

= 1- Écartantµ+e) - antan (µ-E)) > 0
ne dépend pas de n

(Xiliza ne vérifie pas la loides grands nombres .

Une version plus faible de LGN ( utilisée pour démontrer Théorème b.1)
Proposition Soit dit iza une suite de v. a. réelles i. id

. qui
admettent un moment d'ordre 2 fini (et donc aussi une
espérance finie) . On note µ = E (Xi )

,

E- VarNik +A

FE> o him IP (HT -µ la E) = O
n →a

preuve €( In ) =µ
Varlin ) = Vartan ÊXil = En Vont ÊYil

= #Ê
,

Var ( Xi) par indép des Xi
= I
n



Par inégalité de Bienaymé- Tchebychev .
Pltxn -µ > E) en Var! = În 0

Preuve du théorème 61 : voir la vidéo sur Noodle .

§6.2 Une application de LGN : méthode de Monte-Carlo
1) Estimer numériquement une intégrale Sab fcxsdx
(Xiliza une suite de va . iii.d. de loi uniforme Ula . b)

ElflxiD= ^ fabflxldxb-a

Appliquer LGN à fait , iz1) suite ii.d. :
HE> 0

, h-mplfn.IE#xi)-f-afabfmdxIse)=On-x
Vitesse d'approximation : Bienaymé-Tchebychev

PIHNÊ
,
f-Hit -¥fabfixidxl >e) ⇐ varie Êflxi) )

EZ

=
fr Varlflxil )
{ 2

E ElfHit )
si f- bornée ( Ifk M ) , alors ne

Pll fr Êftxit - Halifaxdxl > E) E Y'a
Donc

, tt s > 0 , si nz Et#Iii) (ou M¥1 , alors
avec proba 1-8 , La fabflxldx est proche de f-Êflxi) à E près .



2) Estimer la probabilité d'un événement A
1-A n Bern ( PLA ) )

µ =EHA) = MAI
t' = Var ( 1A ) = PIA ) (1- PLAN « ¥

(Xi ) i⇒ iid de loi de Bernoulli de paramètre PCA)
( Xi indicatrice que A- soit réalisé lors de la ième expérience)
HE»

, Pll frÊxi -Platt a E) Epée #n
Exemples de mise en pratique : voir page 75 du poly

et page 81 du poly .

§ 6.3 Convergence en probabilité pour une suite de v. a .

Définition soient (Xnln⇒ et X des v.a. réelles définies sur le
même espace probabilisée (r,F, P) . On dit que la suite (Xnlnza

converge en IP- t probabilité vers X (noté Xd¥>X ) si
FE>0

, fîçz IP ( Nn - XI > E) = 0
On dit que Hn ) I to ( resp. -x ) si

tt A > 0
,
lim Ptn < A) = 0 ( resp .

limpHn > - A) = O )
n→x ma

Remarque 1 3-plusieurs probabilités Pe , Pa . .
.

. sur (l.FI
" Hn)ne converge en B- probabilité

"
: relative à P

S'il n'y a pas d'ambiguïté sur la probabilité de référence ,
on écrit " (Xd n⇒ converge en probabilité

"

.



Remarque 2 LGN : si Ailier iid d'espérance finieµ-Efxi)
alors # Êxiln» t

Exemple : (Xiie va .
iii.d. de loi Et )

Mn = max{ Xe , - - - , Xn}
P ( Mn < A) =P( Xie A pour tout le ien )

= ÎPIXICA) par èndép
= pf A)

"

= 4- e-A)
"

=P (MEA)
FA> 0

,
1- e-As 1 ⇒ ftp.P/MncA)--O

Donc (Mn)# +x
Pour faire mieux , on prend A = ( 1- ± E) lnn avec E > 0

IP ( Mn ch-E) lnn) = ( p - e- 4- c) hin )
n

= ( r - ¥)
"

lnde - ¥4 - nenh - ⇒ ÷ ne- Ère) = -n'

figent -¥
"

) = - a

Donc fiçç IP ( Much-E) lnn ) = 0
Pl Mn > (1+2) hin) = 1 - P ( Mn Elue) hin )

= 1- ( p - e
- CHU lun )

n



P ( Mn > CHE) hin ) = 1- (1- 1¥)"

belle -#et
" ) = menti -¥) ⇒n - t-¥)

ftp.lnlh-f#n)--O
Donc fçnç ( Mn > dtclnn) = 1-1--0

Ainsi tte > o
, fçnç FUMÉ - Il > E)
= find (Mn > Htc) lnn ) + IP (Mnsd -E) lnn ))
= 0

Conclusion (Ltp)
.»

P
> 1

Proposition 6.9 ( complément à LGN ) [vidéo sur Noodle]
Soit Utilise une suite de v.a . iid positives , d'espérance to .

Alors ftp.EYiln
»

+°

Proposition 6.10 (Admise)
si Nul × et Lyn) # Y (où toutes les v.a. sont

définies sur le même espace probabilisée (r ,FP )) , alors

ff : RER continue (flxnilnlln⇒ Es f- IX. Y)
En particulier , tg : R→ R continue

, (gun)) # glx )



et #+Yn ) # Xty on encore Knin ) # XY

preuve : page 77 du poly .

Proposition (Admise )
si (Xn) # × alors V-f.IR→ R continue bornée

,

him Elflxnl ) - Elflxl)
n→x

•
Hn) EX n'implique pas Elxn) → EH)
( flx)=x n'est pas bornée )

Exemple : (Xnlnzi "a. t'9 ' ¥ {¥ %} E În#
HE>0, Pll Xnl > E) =P (Xn = n' ) dès que ma > E

Donc d.) Eso
= Ê n⇒ 0

Mais , Elxn) = O - Lr - f) + n' .fr = n

ftp.EIXn/---x=Elo)--0
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